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\Vorwort

Das Bundesministerium fur Bildung und Forschung (BMBF)avsstaltet seit dem Jahr 2000 zusammen
mit der Initiative Wissenschaft im Dialog (WiD) die Wissehaftsjahre mit jahrlich wechselnden Themen.
2008 ist der Mathematik gewidmet.

Ziel des Wissenschaftsjahres 2008 ist es,@féentlichkeit die Faszination der Mathematik naher zinbr
gen. Dabei sollen vor allem junge Menschen ermutigt wereigren neuen Zugang zu dem Fach zu finden.
Denn Mathematik ist die Basis aller Naturwissenschaftehwieler technischer Entwicklungen. Sie spielt
eine zentrale Rolle in der Wirtschaft und begleitet uns ila@yl und Beruf. Mit ihren Methoden lassen sich
grof3e Teile unserer Lebenswirklichkeit erfassen, be#odinaind 1osen.

Kurzum, Mathematik ist Zukunft!

Auch das Forschungszentrum Julich engagiert sich als@&ates Wissenschaftsjahres der Mathematik.
Es richtet sich mit dem Online-Projekder Supercomputer als Teleskop - Die Sternenbewegung tnafZei
fer* an Schilerinnen und Schuler. Unterstutzt werden déeseohl von Julicher Wissenschaftlerinnen und
Wissenschaftlern, als auch vpilUGENE", einem der schnellsten Computer der Welt. Mit seRechen-
leistung von 223 Billionen Rechenoperationen pro Sekuasdgehn sich Aufgaben lésen, die mit normalen
PCs nicht bearbeitet werden kdnnen.

Das Prinzip moderner Hochstleistungsrechner, den sogéea, Supercomputern, ist das parallele Rech-
nen: GroRe Rechenaufgaben werden in viele kleine Teil@egigaerlegt, die von zehntausenden von Pro-
zessoren parallel bearbeitet werdAhnlich wie bei einem Mosaik filgen sich dann die Teilergebe zur
Ldsung zusammen.
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3 HISTORIE 1

1 Das Problem

Wie bewegen sich die Sterne mit der Zeit? Welche Krafte @rirkdabei? Bei welchen Startbedingungen
kommt es zu einem Auseinanderfliegen oder AufeinanderstdBe Sterne? Wann bewegen sie sich auf
gleichmafigen Ellipsenbahnen wie in unserem Sonnemagste

Genau diesen Fragestellungen mochten wir im Rahmen dizrd@se-Projekts nachgehen.

Die Animation untettt p://jdm fz-juelich. de/i ndex. php?NR=0&UK=0 gibt einen kleinen
Vorgeschmack auf das eigentliche Online-Proj&kr Supercomputer als Teleskop - Die Sternenbewegung
im Zeitraffef. Das dort dargestellte Problem, das so genapbieikdrperproblem*, ist eine klassische
Fragestellung der Himmelsmechanik:

Wie bewegen sich drei Korper unter dem Einfluss ihrer gegjggen Anziehung? Bei frei wahlbarer Start-
konfiguration von drei Sternen werden deren Flugbahnercheat und visualisiert.

Dabei ist vor allem die Startkonfiguration der Korper - insarem Fall Sterne - von besonderer Bedeu-
tung: Einfluss auf die Flugbahnen nehmen deren Massen, diédPen der Sterne zueinander und die
Startgeschwindigkeiten.

Sind die Sterne nahe beieinander, so ist davon auszugedssidh diese starker anziehen und damit auch
starker beschleunigen, als weit entfernte Sterne. Wit die Startgeschwindigkeit zu grof3, so kann es
dazu kommen, dass die Sterne keine gleichbleibenden &tlipeschreiben, sondern auseinanderfliegen.
Wahlt man die Startgeschwindigkeit eines Sterns hingegedein oder in Richtung der Kraft, mit der er
von einem anderen Stern angezogen wird, so kommt es zu a@eraeeskollision.

2 Die Herausforderung

Wesentlich aufwandiger wird die Berechnung der Flugbahye Erhohung der Anzahl der Sterne:
Im Online-Projekt,Der Supercomputer als Teleskop - Die Sternenbewegung itraifei* werden die
Bahnkurven von mehr alg)0 000 Sternen berechnet werden.

Und hier kommt die Arbeitsweise des Supercomputers undtdiasiPrinzip des Parallelrechnensins Spiel.
Es ist dann namlich sinnvoll dariiber nachzudenken, wieBtaechnungsproblemin mehrere Teilprobleme
zerlegt werden kann, die dann moglichst parallel geléstden sollten, um den Zeitaufwand der Berech-
nung klein zu halten. Deshalb werden die Teilnehmer siclenater eigentlichen Berechnung der Ster-
nenbewegungen auch mit der Parallelisierung und Optimgedieser Berechnung beschaftigen. Denn was
nutzt uns die Vorhersage der Sternenbahnen der nachgg@monate, wenn die Berechnung der Vorher-
sage ein Jahr in Anspruch nahme?

Vom 18. August 2008 bis zum 26. September 2008 werden dial&ctiie Arbeitsweise eines Supercom-
puters kennenlernen. In diesen 6 Wochen werden sie die $&azmn eines Supercomputers darstellen und
Teilaufgaben der Simulation var)0 000 Sternen bernehmen.

3 Historie

Isaac Newtohwurde am4.1.1643 in Woolsthorpe (Lincolnshire) geboren und starb 2in8.1727 in Ken-
sington. Die Daten beziehen sich auf den Gregorianischémidar. Da bid 752 in England der Julianische
Kalender in Gebrauch war, findet man manchmal auch als Leb&®5.12.1642 — 20.3.1727. Aufgrund
seiner Leistungen, vor allem auf den Gebieten der PhysikMettiematik, gilt Sir Isaac Newton als einer

Ihttp://de. w ki pedi a. org/ wi ki / | saac_Newt on
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der groRten Wissenschaftler aller Zeiten. Pieilosophiae Naturalis Principia Mathematitaveroffent-
lichtim Jahr 1687, wird als eines der wichtigsten wisseafitihhen Werke eingestuft.

Newton ist heute vor allem als der Begrunder der Gravitatioeorie und der Infinitesimalrechnung be-
kannt. Newton hat zum ersten Mal eine wirkliche Theorie deav@ation aufgestellt, indem er ein allge-
mein giltiges Gravitationsgesetz (Kraftgesetz) forentdi und die Bewegungen der Korper daraus herleite-
te. Diese allgemeine Giltigkeit bedeutet, dass alle Kbdiesem Gesetz gleichermal3en unterworfen sind,
unabhangig davon, ob sie nun himmlischen oder irdischespiungs sind. Gerade diese Unterscheidung
hatte im Naturverstandnis der Antike eine zentrale Ro#lepielt. Mit Newtons Gravitationsgesetz wird
erstmals eine Briicke zwischen Himmelskunde und Physikigegen. Allgemein gilt Newton auch als
Begrunder unserer heutigen Form der Mechanik (die NewtwsBewegungsgesetze, Kapitel 4.1).

Ohne die Infinitesimalrechnung hatte Newton seine balufigreden Einsichten in dgklassischen Mecha-
nik* kaum gewinnen bzw. belegen koénnen. Seine zu einem erssohiuR gelangtebberlegungen zur
Infinitesimalrechnung formulierte 672 mittels zweier, an der Bewegung eines Massenpunktes igtient
ter Probleme:

1. Wenn die Lange der zuriickgelegten Strecke stetig gayish, soll die Geschwindigkeit der Bewe-
gung zu irgendeiner Zeit gefunden werden.

2. Wenn die Geschwindigkeit der Bewegung stetig gegebgsabtdie Lange der zuriickgelegten Stre-
cke zu irgendeiner gegebenen Zeit gefunden werden.

Die beiden aufgefiihrten Probleme sind, wie Newton vonesaihehreldsaac Barrow gelernt hatte, invers
zueinander. Im Fall 1) ist die Geschwindigkeitlie ,Fluxior* des Weges:

v=35(t)
und im Fall 2) der Weg digFluenté der Geschwindigkeit:

SZ/t:U(T)dT

Die Fluxion (der FluR) ist dasjenige, w&ottfried Wilhelm LeibniZ den,Differentialquotienteheiner
Funktion nannte und heute auch Ableitung heil3t, die Fluéhe®ende Grolie) entspricht deimtegral.
Newton benutzte einen Punkt Uber der abzuleitenden Grg&=in der Physik fur Ableitungen nach der
Zeit bis heute Ublich geblieben ist. Die symbolische Sithweise von Integralen mit dem Integralzeichen
J ... dr gehtauf Leibniz zuriick.

Obwohl Newton als Erfinder der Infinitesimalrechnung gilihfte er sie nicht in die europaische Mathe-
matik ein. 1675 entwickelte Leibniz unabhangig von Newtons Arbeit nahdiigleiche Methode, die
er Differentialrechnung nannte. Nachdem Leibniz bis zurdffentlichung der Newtonschen Infinitesi-
malrechnung704) als Begriinder der Differentialrechnung galt, entbrarintspateren Jahren zwischen
Newton und Leibniz ein langanhaltender Prioritatenstrei

4 Grundlagen

Im Folgenden soll das Problem der Berechnung der Bahnkimes &terns anhand eines Beispiels erklart
werden.

Zur Vereinfachung wird die Bewegung eines Sternes 2 um enderen Stern 1 beschrieben. Die Bahnkur-
ve, die Stern 2 um Stern 1 beschreibt, ist eine Ellipse. Ddetkénnen wir anhand weniger Anfangsdaten

2http: //de. wi ki pedi a. or g/ wi ki / Phi | osophi ae_Nat ural i s_Pri nci pi a_Mat hemati ca
Shttp://de. wi ki pedi a. or g/ wi ki / | saac_Bar r ow
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4 GRUNDLAGEN 3

erkennen, dass der Weg von Stern 2 tatsachlich eine Ellips&tern 1 ist? Nehmen wir einmal an, wir
kennen die folgenden Anfangsdaten:

| Sternl | Stern2
Position 1, Y1, 21 T2, Y2, 22
Geschwindigkeit| vz, v1y, Viz | V2z, Vay, V22
Masse ma mso

Wie kdnnen wir aus diesgMomentaufnahme” der Bewegung den weiteren Verlauf der Bewg verfol-
gen? Um die Losung des Problems verstehen zu kdnnen Heawdr ein paar physikalische Grundlagen.

4.1 Die Newtonschen Bewegungsgesetze

Jeder, der einmal den Nachthimmel betrachtet hat, konateen, dass die dort zu sehenden Sterne still am
Himmel stehen. Das stimmt aber nicht, denn auch die Fixsteewegen sich, verandern ihre Position aber
recht langsam (verglichen mit Planeten). Was ist die Ursélufer Bewegung?

Isaac Newton beschreibt in seinem WgBhilosophiae Naturalis Principa Mathematica“, drei glegdnde
Gesetze fiir Bewegungen

1. Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel moueifdrmiter in directum, nisi quatenus
illud a viribus impressis cogitur statum suum mutére.

Ein Korper verharrtim Zustand der Ruhe oder der gleiafigen Bewegung, sofern er nicht durch
einwirkende Krafte zuAnderung seines Zustands gezwungen wird.

2. Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressaderi secundum lineam rectam qua
vis illa imprimitur®

Die Anderung der Bewegung einer Masse ist der Einwirkung deelgewden Kraft proportional und
geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie, watther jene Kraft wirkt.

Fur die meisten Systeme ist die Massewahrend der Bewegungsanderung konstant. Das zweite
newtonsche Gesetz vereinfacht sich damit: Wirkt eine Baifesultierende Kraft auf den Korper,
so bewirkt diese eindnderung der Bewegung des Koérpers (Beschleunigung). iDabdie Kraft
proportional zur Masse: sowie proportional zur Beschleunigungles Korpers:

F = ma 1)

3. Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem:cgivporum duorum actiones is se mutuo
semper esse aequales et in partes contrarias dfrigi.

Krafte treten immer paarweise alifbt ein Korper A auf einen anderen Korper B eine Kraft awss(d
nennt man danactio), so wirkt eine gleichgrof3e, aber entgegen gerichtetetkKmaf Korper B auf
Korper A (was man danreactionennt).

Ihr wisst nun, dass die Ursache einer Bewegung eine KrafDisth welche Kraft ist dies bei unserem
Sternenproblem? Die Antwort findet ihr im nachsten Abstthni

Shttp://de. w ki pedi a. or g/ wi ki / Newt onsche_Axi orre
6philosophiae naturalis principia mathematica. Bd.1: Teitimus, London 1726, 13
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4.2 Das Newtonsche Gravitationsgesetz

Ebenfalls im Werk,Philosophiae Naturalis Principa Mathematica" ist die Folietung des Newtonschen
Gravitationsgesetzes zu finden. Die von Johannes Képgd9 im Werk, Astronomia nova* veroffentlich-
ten Gesetzmaligkeiten (die ersten beiden Keplerschegtza@sind die Verdffentlichung des dritten Kep-
lerschen Gesetzes im Jahre 1619 waren ein wichtiger Szanitiverstandnis der Planetenbewegung. Doch
die Keplerschen Gesetze lieferten nur die Beschreibungldeetenbewegung, nicht deren Erklarung. Mit
Newton wurde klar, warum sich die Planeten so bewegen, wiestun. Nach Newton hat jede Beschleu-
nigung ihre Ursache in einer Kraft. Er postulierte eine Krdie eine Masse auf eine andere Masse ausibt,
die er Gravitationskraft nannte. Die Gleichungen, die@i€¢gft beschreiben, lauten
B = —G2 (- m)
2
By = G (g2 —u) )
2
Fp. = G2 (- 2)
12

wobei G die sogenannte Gravitationskonstante ist. Sie hat den @We#t 6.67 - 10*11%”32. In unse-
rem Beispiel, bei dem wir die Bahnkurve des Sterns 2 berechmdien, sind die Anfangspositionen des
Sternes 2 durch dessen Anfangskoordinatgnys, z2 gegeben, die des Sternes 1 durgh vy, z1. Mit
F, = —G% - (x2 — x1) berechnen wir nun den Teil der gesamten Gravitationskraftder Stern 1

in z-Richtung dieses Koordinatensystems auf Stern 2 wirkt,fijt = —G% - (y2 —y1) den Teil in
y-Richtung, und mitts, = —G*52 - (22 — 2z1) den Teil inz-Richtung.

AulRerdem sagen uns die Gleicﬁungen (2), dass die Kraft,alieMasse 1 auf Masse 2 wirkt, proportio-
nal zu den beiden einzelnen Massen ist. Das heif3t, dass dach fur das Vorhandensein einer Kraft
offensichtlich in den Massen liegen muss. Es ist egal, otBidrne betrachten oder irgendwelche anderen
Massen (wir kdnnten Erbsen nehmen): zwischen zwei Masg&emanziehende Gravitationskrafte! Dass
dies auch fur kleine Massen gilt, kann mit dem Experiment@avendish gezeigt werden.

YA
Stern 2

Yol-----mmmmm o

Y77 -

Xy X,

Abbildung 1: Abstand zweier Massen im zweidimensionalearRa

Bleibt noch die Frage offen, was- in den Gleichungen (2) bedeutefs ist der Abstand der Massen 1 und
2 voneinander. Er kann, wie Abb. 1 verdeutlicht, folgend&®en berechnet werden:

ri2 = \/(962 - 961)2 + (y2 — 91)2 3

“http://de.w ki pedi a. or g/ wi ki / Johannes_Kepl er
8http: // de. wi ki pedi a. or g/ wi ki / Gravi t at i onswaage
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4 GRUNDLAGEN 5

Fur den dreidimensionalen Raum gilt dann:

e = @20’ + )+ (=) @

was Abbildung 2 verdeutlichen soll.

v

Abbildung 2: Abstand zweier Massen im dreidimensionalearRa

lhr wisst nun, wie die Kraft auf Stern 2 zu berechnen ist. Waark man damit nun die Bahn von Stern
2 berechnen? Dazu musst Ihr noch wissen, wie die Geschykieiliund die Beschleunigung berechnet
werden.

4.3 Geschwindigkeit und Beschleunigung

Die Anderung der Position in einer bestimmten Zeit wir @sschwindigkeibezeichnet. Man unterschie-
det zwischen mittlerer Geschwindigkeit und Momentangesatiigkeit. Diesen Unterschied kennt ihr sehr
wahrscheinlich vom Reisen mit dem Auto: obwohl bei eined8tandfahrt zwischenzeitlich das Tachome-
ter 50 km/h anzeigt, legt man in der Regel nicht wirklich eb&i Kilometer in einer Stunde zuriick, weil
unterwegs doch die ein oder andere rote Ampel im Weg ist!

Aus dem Unterricht kennt ihr filr die Kennzeichnung viamderungen bestimmt das Symhl Wenn sich
ein Objekt von der Positior; innerhalb eines Zeitraums auf die Positignandert, so schreiben wir fur
die PositionsdifferenAs und fur das Zeitintervall¢.

Die mittlere Geschwindigkeit kann man berechnen mit

SS9 — S1
to — 11
As

- = ©)

Aus dem zweiten Newtonschen Gesetz wissen wir, dass di¢ Krafoportional zur Masse: und zur
Beschleunigung ist (siehe Seite 3). Um also die Beschleunigung eines Sgerbgstimmen, missen wir
diese Gleichung nur nachauflosen:

F =

< a =

3| S




6 4.3 Geschwindigkeit und Beschleunigung

Die Beschleunigung von Stern 2 inRichtung kdnnen wir also Uber seine Masse und die Kraft, die
von allen anderen Sternen (bei uns nur von Stern 1) auf ihkt Maestimmen:

FQI
ma

a2y =

Zur Bestimmung der Beschleunigung benotigen wir also das$¢ des Sterns, die uns Uber die Startbe-
dingungen gegeben ist und die auf den Stern wirkende Kradsebwiederum kdnnen wir tber Gleichung
(2) aus dem Newtonschen Gravitationsgesetz einsetzem Wan die Kraft in unsere Gleichung einsetzt,
kann man die Masse. kiirzen und erhalt die endgultige Gleichung fur die Bésanigung. Fir dig- und
z-Richtung kann in gleicher Weise vorgegangen werden, s® slels folgende Gleichungen ergeben:

a2z = *GT'(M*xl)
azy = —G— - (y2— 1) (6)

az: = —G— (22— 21)

Doch was genau ist eigentlich eine Beschleunigung? AucBegehleunigung in einem Zeitintervall kann
man mit Hilfe desA-Operators angeben:

U2 — V1
to — 11

Av
- = ™)

Die nach Gleichung (7) erhaltene Beschleunigung ist ahgsinur diemittlere Beschleunigun@der auch
Durchschnittsbeschleunigujign Zeitintervall At. Abbildung 3 soll dies verdeutlichen.

> > >
T T 5
S > k)
2 2 2
£ av Av E v 22
? 3 g 3 At ??
[0 [0 Q
o , o At o
At
t1 t2
Zeitt 1 B Zeitt i Zeitt
> > >
= z z
5 > )
2 2 2
< £
2 v 2 Av @ /Dy 72
o o d 0] .
; At At ??
At
t1 t2
Zeit t ! @ Zeit t B Zeitt

Abbildung 3: Bestimmung denittleren Beschleunigung

In den Diagrammen in Abbildung 3 ist zu sehen, wie sich diecBeidigkeiten von zwei verschiedenen
Bewegungsablaufen mit der Zeit andern. Wahrend BewgdurDiagramm 1 bis 3- mit einer konstanten
Beschleunigung ablauﬂ%(% ist in jedem beliebigen Zeitintervall konstant!) wird beéBegung 2 -Dia-
gramm 4 bis 6- das Objekt zwischenzeitlich sehr viel starker beschigwats das Objekt aus Bewegung 1.
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Allerdings wird innerhalb des Zeitintervall¢ die Bewegung spater so abgebremst, dass sich die beiden
Korper mit der gleichen mittleren Beschleunigung bewegjtdn, auch wenn ihre Momentanbeschleuni-
gungen zu gewissen Zeitpunkten stark unterschiedlich sind

4.4 Wechselwirkungen

Unser eigentliches Problem lautet: Wie bewegen sich Star&ternensystemen mit mehr a0 000 Ster-
nen? Jeder Stern wirkt mehr oder weniger stark auf jedenrand&ern ein, was man Wechselwirkungen
nennt. Wir kdbnnen uns vorstellen, dass wir b&d 000 Sternen eine riesige Anzahl an solchen Wechselwir-
kungen haben werden. Wie viele werden es genau sein?

"o )

Wechselwirkungen
%:\:L% von 4 Sternen
Weiche Abstande mussen berechnet werden?
i/’ 1-2

3
*i%

Abbildung 4: Anzahl der Wechselwirkungen mit steigender & der Sterne

usw ...

PrTREPRRRTE
GOLELEELLRS
PRI b e
ARbhbd

Abbildung 4 verdeutlicht, dass die Anzahl der Wechselwiigien (WW) folgendermaf3en berechnet werden
kann:
N (N -1

WW = % (8)
N ist hier die Anzahl der an den Wechselwirkungen beteiligt@nper. Wenn wir alsaN = 100000
wahlen, dann ergibt sich die Anzahl der Wechselwirkungeatwva 5 Milliarden! Um das Bewegungspro-
blem von100 000 Sternen zu ldsen, miissen also etwa 5 Milliarden Wechdaiwgen pro Simulations-
schritt berechnet werden!

5 Simulationsverfahren/Numerik

5.1 Das Euler-Verfahren

Kommen wir auf unser Beispiel zuriick: Auf welcher Bahn bgtgéch Stern 2? Bevor wir konkrete Zahlen
verwenden, soll zunachst der Grundgedanke der Berecharltégt werden.
Nehmen wir an, wir besitzen die Startwerte aus Tabelle 1 imdlnyeleiteten GroRRen.




8 5.1 Das Euler-Verfahren

| Sternl | Stern2
Position 1, Y1, 21 X2, Y2, 22
Geschwindigkeit| vz, Viy, Viz | V2, Vay, V22
Masse ma mso

Tabelle 1: Die Startwerte des Simulationsverfahrens

Wir untersuchen im Folgenden die Bewegung:iny- und z-Richtung unabhangig voneinander.

Starten wir mit der z-Richtung:

Wir haben fur Stern 2 die Startpositian ;, und die Startgeschwindigkeit ;. Dast, im Index soll fir den
Startzeitpunkt = 0 stehen. Wir wollen nun wissen, wo befindet sich das Objektizene spateren Zeit-
punktt;, also nach einem Zeitintervalliz, und welche Geschwindigkeit hat es dann. Wir kbnnen falgen
Gleichung zur Berechnung der nachsieRosition verwenden:

T, = Tagy + V2at, - At 9

mit t; = to + At. Wennwvs ,, wahrend des Zeitintervallat gleich bleibt, erhalten wir die exakte neue
x-Positionz, ¢, . Dennu, 4, - At berechnet nichts anderes als das Stilek das wir wahrend\¢ zuriick-
legen, wenn, ;, konstant bleibt. Woher sollen wir wissen, ob sich die GesoHigkeit des Objektes im
Zeitintervall nicht andert? Sehr wahrscheinlich wird d&s sogar tun! Was hilft uns da also weiter? Die
Idee ist nun folgende: Wenn wir das Zeitintervall sehr kiegrden lassen, dann unterscheidet sich die Ge-
schwindigkeit noch nicht sehr stark vog,,. Ein Einwand, dass dies nicht sehr exakt ist, ist richtighwe
das Zeitintervall unendlich klein wird, erhalten wir diesdste neuer-Position.

Fur diex-Geschwindigkeit nach einem Zeitrauit gilt das gleiche. Die Gleichung lautet hier:

V2x .ty = V2z,tg + A2g .ty * At (10)

Auch hier wird sich die Beschleunigung, ., im allgemeinen im Zeitinterval\t andern. Aber auch hier
haben wir durch Auswahl eines sehr kleinen Zeitintervaiés Moglichkeit, den Bewegungsablauf sehr
genau anzunahern.

Wir erhalten somit einen Satz Gleichungen, mit dem wir uRseblem [6sen wollen:

Position:
xQ,tl = xQ,to + UQ:E,t[) . At
y2,t1 = yQ,to + vQy,to : At (11)
2oty = 224 + Vs, - Al
Geschwindigkeit:
V2z,ty = V2z,ty + A2z tq * At
Vayty = V2yto T G2yt - At (12)
V2z,t, = U2zt + A2z tg * At

Zur Berechnung der Geschwindigkeiten benotigen wir naetBéschleunigungen. Hierfur kdnnen wir die
Gleichungen (6) heranziehen.
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Ein Beispiel mit konkreten Zahlen:

Als Zeitintervall wahlen wir einen Tag, alsttt = 86400 s. Zur Vereinfachung wird auf3erdem eine Be-
wegung von Stern 1 vernachlassigt (Wir werden die MasseStermn 1 etwe83000 mal grofRer wahlen als
die von Stern 2, so dass der Einfluss von Stern 2 auf Stern lureiner sehr sehr geringen Bewegung von
Stern 1 fuhrt. Das gewahlte Beispiel entspricht der Bawegeines Planeten um die Sonne). Die Masse
von Stern 1 soll., 989 - 103° kg sein; die Gravitationskonstantgist 6, 67 - 101! JZ;’;Z.

Unsere Anfangsdaten lauten somit:

Stern 1 Stern 2
t t t t

t 8 86 ioo t (;) 86 ioo
T 0.0 T9 1.496 - 10!

Y1 0.0 Y2 0.0

zZ1 0.0 z9 0.0
Ul 0.0 Vog 0.0
v1y 0.0 va, || 2.978- 107
V1z 0.0 V9 0.0
a1z A2y
A1y A2y
a1z a2z

r | r |

Da die Anfangsposition von Stern 2 keine Geschwindigkeitszonente in z-Richtung besitzt, hat dieser
Stern nur eine Bewegung in der x-y-Ebene. Wir brauchen wswstai den Gleichungen (11), (12) und (6)
nur um diex— undy—Komponenten zu kiimmern, da nur diese Veranderungen kevir

Zum Zeitpunktt = t, = 0 mussen wir zunachst einmal den Abstand der Sterne zuénéerechnen:

r = /$2+y2+22
= \/(1.496~1011)2+02
= 1.496-10"

Unsere Tabelle fur Stern 2 wird also erganzt:

Stern 2
t to tq
0 86 400

T2 1.496 - 10!

Y2 0.0

z9 00

Vog 0.0

vay || 2.978-107

V2y 0.0

A2g

A2y

a2z

r ] 1.496- 10 |

Mit dem Abstandr, der Massen; (von Stern 1) und der Gravitationskonstantérsind wir nun in der
Lage, die Momentanbeschleunigungskomponemgmundas, zu berechnen:
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mi
a2y - _GT_3 . (1'2 — .I'l)
1,989 - 103°
= —6.67-107" —————(1.496- 10" — 0.0)
(1.496 - 1011)
= -5.928-107°
m
a2y = *GT—; (y2 — 1)
1,989 - 103°
= —6.67-107"" ————=-(0.0-10.0)
(1.496 - 1011)
= 00
Unsere Tabelle kann also erganzt werden zu:
Stern 2
¢ to t1
0 86 400
T2 1.496 - 10!
Y2 0.0
z9 00
Vox 0.0
Vay 2.978 - 107
V9 0.0
a2z —5.928 - 103
A2y 0.0
a9, 00
r ]| 1.496- 101 |

Die letzten Berechnungen waren nur dazu da, um unsere &argungen zu vervollstandigen. Wie sieht
die Tabelle aus, wenn wir uns den Zeitpuihkt= 86 400 ansehen? Die neue x-Position bei= 86 400
berechnen wir mit:

T86400 = Tty + Upty - AL
Wir rechnen also:
Totorne = 1.496-10" +0.0- 86400
= 1.496-10*!
Yatorar = 0.042.978-10"- 86400

= 2.573-10°
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Wir tragen die neuen Koordinaten in die Tabelle ein:

Stern 2
¢ to tq
0 86 400

To 1.496 - 101 | 1.496 - 101
Yo 0.0 2.573 - 107
29 0.0 0.0
Vog 0.0
oy 2.978 - 10*
V2y 0.0
Aoy —5.928 - 103
agy 00
a9 0.0

r ]| 1.496- 10 |

Die neuen Geschwindigkeitskomponenten berechnen sich zu:

AulRerdem ergeben sich der neue Abstand und die neuen Besithingskomponenten zu:

786 400

(22,86 400

@2y,86 400

V2 x to+At

V2, 4y, to+AL

V22,80 T Qa,to * At

= 0.0+ (—5.928-107") - 86 400

= 5.122-10?

V2,y,to + Ayt - AL

= 2.978-10%

2.978-10* 4+ 0.0

V/(1.496 - 1011) + (2.573 - 109)
1.496 - 10"

= —6.67-107'".

= -5928.107°

—6.67-1071.

= —1.020-1074

1,989 - 103
(1.496 - 1011)*

1,989 - 1030
(1.496 - 1011)*

- (1.496 - 10" — 0.0)

- (2573107 — 0.0)
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Unsere Tabelle wird erganzt zu:

Stern 2
¢ to 1
0 86 400

T 1.496- 10 | 1.496- 10"
Y2 0.0 2.573 - 10
29 0.0 0.0
Vo 0.0 5.122 - 102
Vay 2.978 - 10* 2.978 - 10*
Vas 0.0 0.0
Ao —5.928-103 | —5.928 - 1073
asy 0.0 —1.020- 1077
ass 0.0 0.0

r ]| 1.496-10™ | 1.496-10™

Flr unseren nachsten Zeitpurtkt = 172 800 bilden nun die Werte aus der Spalte bei= 86400 die
Ausgangswerte flir den Berechnungsschritt.

So kdnnen wir nach und nach fur immer mehr Zeitpunkte eialeelle entwickeln, die uns den Bewe-
gungsablauf des Sterns 2 um den Stern 1 liefert. Allerdimipgmen wir bei diesem Verfahren an, dass die
Beschleunigung und die Geschwindigkeit wahrend desr#eitialls konstant sind. Sie sind es aber nicht!
Also machen wir hier einen Fehler!

Die Konsequenz des Fehlers konnt ihr in der folgenden Aloiig sehen:

Bahnkurve

1

Abbildung 5: Die Bahnkurve einer Euler-Simulation

Der gruine Stern bewegt sich nicht auf einer Ellipse odezraiKreis um den zentralen gelben Stern, sondern
treibt immer mehr vom Ursprung weg.

5.2 Das Leapfrog-Verfahren

Das Programm im letzten Kapitel hat uns gezeigt, dass uiNsgrerungsrechnung bei fortschreitender Zeit
sehr schnell sehr falsche Werte liefert. Eine Verkleingrdes Zeitintervalls verbessert zwar die Naherungs-
werte, allerdings ist das spiralformige Fortlaufen mit deit nicht zu vermeiden. Da dies den Rechenauf-
wand stark erhoht, ist das Euler-Verfahren nicht die Mdéhder Wahl. Wir haben es hier dargestellt, weil

das folgende Verfahren darauf aufbaut. Das Verfahren waapffrog-Verfahren genannt und wir werden se-
hen, mit welch einfacher Idee sich die Genauigkeit bei gkeic Rechenaufwand gigantisch steigern lasst!
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Die Gleichungen, mit denen wir unsere Naherung durclefihverden lauten:

Tepar = T+ Upppaes At
= v - At 13
Yi+At Yt + 0y 4t (13)
Zt+ At = Zt—f—’()zt_i_g - At
’ 2
und
Uptsdt = Vyu-ir Taye- At (14)
Upprdt = Upp oot +zye At

Was will uns das sagen? Offensichtlich benutzen wir nun zneéhnung der Bewegung Geschwindig-
keiten, die in der Mitte des Zeitintervalls, alex/2, liegen. Wir erinnern uns, dass die Geschwindigkeit
im Intervall At im allgemeinen nicht konstant ist. Welche Geschwindigkelten wir also fur unsere Be-
rechnung nehmen? Wir kdnnen die Genauigkeit unserer Bevegen erhdhen, indem wir die Geschwin-
digkeit in der Mitte des Zeitintervalls wahlen. Fur uns@&tartsituation haben wir allerdings ein Problem.
In Gleichung (14) ist zur Berechnung der GeschwindigkeihZeitpunktt = 0 + % die Kenntnis der
Geschwindigkeit zum Zeitpunkt= 0 — % notwendig. Fir die Startbedingungen ersetzen wir also die
Gleichungen (14) durch die speziellen Gleichungen:

Upopht = Ur0t g0 A
Uyorst = Uyotago- At (15)
ViopAt = Uzt azo- Al

Wir wollen wieder mit unserem Stern 2 konkrete Zahlenweetewenden:
Unsere Startsituation ist wieder wie folgt:

Stern 2
¢ to to.5 1 t1.5 ta
0 43200 86 400 129600 172800

T 1.496 - 10!

Y2 00

z9 0.0

Vog 00

Vay 2.978 - 10*

V24 00

a9y —5.928 - 103

a2y 00

a9 0.0

MECEEE B B

Zunachst einmal mussen wir die GeschwindigkeitskomptmevaOJr% und v A zum Zeitpunkt

y,0+
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tos =0+ % = 43200 berechnen. Wir machen dies mit unseren speziellen Gleggu(i5):

At
Vg,43200 = Vg0t Az0 - >
= 0+ (-5.928-107") - 43200
= —2.561-10°
At
Vy,43200 = Uy,0 + Qy,0 - o
= 2978-10* 4+ 0-43200
2.978 - 104
Wir erganzen die Tabelle:
Stern 2
¢ to to.5 1 t1.5 to
0 43200 86 400 129 600 172800
To 1.496 - 1011
Y2 0.0
z9 00
Voz 0.0 —2.561 - 107
oy 2.978 10" | 2.978-10°
Vo 0.0 0.0
Ao —5.928 - 103
a2y 00
a9 0.0

MECEEE e

Nun sind wir in der Lage den Gleichungssatz (13) zu verwen@énberechnen nun die Position zum
Zeitpunktt; = 86 400:

Tt+At = Tt + ’Um,% - At
= 1.496-10"" + (—2.561 - 10%) - 86 400
~ 1.496-10"

Yerar = Yty a - Al

0.0 +2.978 - 10* - 86 400
2.573- 10"
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Wir erganzen die Tabelle:

Stern 2
t to to.5 1 t1.5 ta
0 43200 86 400 129600 172 800
To 1.496 - 10!
Y2 00
z9 0.0
Vo 0.0 —2.561 - 107
Voy 2.978 - 10* 2.978 - 10*
Vo, 0.0 0.0
24 —5.928 - 1073
A2y 0.0
a9 0.0

DN I

Nun kann der neuen Abstamderechnen werden. Da wir eine Bewegung von Stern 1 verasslgén, ist
seine Position standig mit= 0 undy = 0 gegeben, so dass der Abstand berechnet wird zu:

= \/(xz — ZE1)2 + (y2 — y1)2 + (22 — 21)2

~ 1.496- 10"

Damit berechnet sich die Beschleunigunghei 86 400 zu:

my
agy — —Gr—g-(acg—acl)
1030
= —6.67-107""- %103 -1.496 - 10"
(1.496 - 1011)
= -5.928-1073
und
m
A2y = *Gr—;'(?ﬁ*yl)
1.989 - 1030
= —6.67-10711. 989 - 10 -2.573-10°

—1.020-107*

(1.496 - 1011)*

\/(1.496 L1011 — 0.0) + (2.573- 109 — 0.0)* 4 (0.0 — 0.0)?
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Somit sieht unsere Tabelle wie folgt aus:

Stern 2
¢ to to.5 1 t1.5 to
0 43200 86400 129600 172 800
29 1.496 - 101! 1.496 - 10
Ya 0.0 2.573- 107
2 0.0 [ 00|
Vo 0.0 —2.561 - 107
Vay 2.978 - 10* 2.978-10%
Vo 0.0 0.0
a9y —5.928 - 103 —5.928 - 103
a2y 0.0 —1.020- 10~
0.0 [ 00|
r || 1.496-10" 1.496 - 10

Um die Position, den Abstand und die Beschleunigung zunpdekt172 800 zu bestimmen, brauchen wir
die Geschwindigkeit zum Zeitpunk29 600. Ab jetzt kdnnen wir auch die Geschwindigkeiten mit unsere
Naherungsverfahren nach (14) berechnen:

Vz,129 600 Vg,43 200 T Qz,86400 At
= —2.561-10%+ (—5.928-107?) - 86400
= —7.683-10

Vy,129 600 Vy,43 200 T Qy,86400 * At

2.978 -10* + (—1.020- 10~*) - 86400
2.977-10*

Wenn wir diese Ergebnisse in die Tabelle eintragen, enmalte

Stern 2
t to t0_5 tl t1.5 t2
0 43200 86 400 129600 172800

T 1.496 - 1011

Y2 00

z9 0.0
Vo 0.0 —2.561 - 102 —7.683 - 102
Vay 2.978 - 10* 2.978 - 10% 2.977 - 10%
0.0 0.0 00|
az; || —5.928-1073 —5.928 - 1073
asy 0.0 —1.020 - 107
0.0 00|

r ]| 1.496-10M 1.496 - 10

An dieser Stelle sei die weitere Berechnung euch Ubertasse
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In Abbildung 6 ist die Bahnkurse einer Leapfrog-Simulatarfgetragen. Man kann erkennen, dass im

Gegensatz zur Bahnkurve des Eulerverfahrens (siehe Abigl8l auf Seite 12), das Leapfrog-Verfahrenein

stabiles Ergebnis produziert. Das griine Stern bewegissadiil, von ein paar Ungenauigkeiten abgesehen,
auf einer Bahnkurve um den gelben Stern herum.

Abbildung 6: Die Bahnkurve einer Leapfrog-Simulation

Um das Leapfrog-Verfahren zu erklaren, wurden einige iiésehungen verwendet, die wir deshalb ma-
chen konnten, da ein sehr schwerer Zentralstern ausgewaitde. Wenn diese Voraussetzung nicht ge-
geben ist, muss fur alle Sterne das, was wir bis jetzt nudéin Stern 2 berechnet haben, fur alle Sterne
berechnet werden.

6 Paralleles Rechnen

Das Beispiel aus dem letzen Kapitel ist schon ziemlich kazigst, auch wenn die einzelnen Schritte nicht
besonders schwierig sind. Fur einen Computer sind die iRexen problemlos, die Bewegung Uber meh-
rere Umlaufe lasst sich in Bruchteilen einer Sekundedieren. Fur zwei Sterne kann man - mit Mathe-
matik, die jenseits der Schulmathematik ist - die eigehdi®echnung noch mal wesentlich vereinfachen.
Fur mehr Sterne geht das nicht mehr, und fur die Beweguhg\geler Sterne entsteht ein riesiger Re-
chenaufwand. Z.B. ist die Milchstral3e gerade dabei, einerggalaxie zy,verschlucken*. Das bedeutet
etwa2 - 10! Sterne, die miteinander wechselwirken. Fiir die Berechmimes solchen Ereignisses werden
Parallelrechner eingesetzt.

6.1 Was ist ein Parallelrechner?

Ein Parallelrechner ist eine mehr oder weniger gro3e Anzaikinzelnen Rechnern (Prozessoren), die so
miteinander verbunden sind, dass sie gemeinsam an eingaBe&frbeiten konnen, um diese schneller zu
erledigen, als ein einzelner Rechner es kdonnte. Ob dieeBsoren auch einzeln sinnvoll arbeiten kdnnen,
ist dabei nicht wichtig, meistens kdnnen sie es.

Beispiel: Erbsen Ahlen parallel

Ein einfaches Beispiel fur paralleles Rechnen ist die Abfg die Erbsen in einem Sacdlkg) zu zahlen
(wozu auch immer). Fir eine Person ware das ziemlich lgrigv Teilt man die Erbsen aber in 50 Por-
tionen von je etwa kg, lasst 50 Personen je eine solche Portion durchzahlehaddiert die Zahlen, so
hat man das Ergebnis nach ein paar Minuten. Hier sieht mahm, alass die parallele Abarbeitung etwas
Zusatzaufwand benotigt. Zunachst missen die Erbsaglichét gleich portioniert werden, die Portionen
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mussen verteilt werden, und die einzelnen Zahlergebmisssen aufaddiert werden. AuRerdem muss mit
dem Addieren der Ergebnisse auf den langsamsten Zahlartggwerden. Vermutlich geht es so also nicht
50 mal so schnell wie firr eine Person, sondern vielleiché@umal.

An dem Beispiel sieht man auch, dass das mogliche MaRR atidft@iabegrenzt ist. Hat im Extremfall
jeder nur eine Erbse zu zahlen, ist das Zusammenrechnelemgenau dieselbe Aufgabe wie das Zahlen
der Erbsen, und man ist sogar, durch den Zusatzaufwand disriRerens, deutlich langsamer als mit nur
einem Zahler.

6.2 Kommunikation

Beim Zahlen der Erbsen gibt es keine Notwendigkeit zur Fusanarbeit der Zahler, jeder macht einfach
seine Arbeit und meldet das Ergebnis, wenn er fertig istaBeleren Aufgaben kommt es aber auf standige
Abstimmung an, z.B. beim gemeinsamen Aufrichten eines\wadthauses. Hier ist es wichtig, dass die
einzelnen Arbeiter sich standig nach den Nachbarn richiénliches gibt es auch beim Rechnen. Fiir
Parallelrechner bedeutet das, dass die einzelnen Reclirggnander schnell und haufig kommunizieren
kdnnen mussen.

Die Berechnung der Sternbewegungen ist so ein Beispied &infache und vernunftige Aufteilung ware,
dass jeder Prozessor die Bewegungen der Sterne in einegefieil des Raumes berechnet. Dann muss
nach jedem Zeitschritt die neue Position aller Sterne &lezessoren mitgeteilt werden, damit die Krafte
fur den nachsten Zeitschritt richtig berechnet werden.

Fur diese Kommunikation gibt es im Prinzip zwei Moglicitka. Zum einen kann es eingemeinsamen
Speicheffiir Sternpositionen geben, auf den alle Prozessoren fegiédnnen. Fue - 10'! Sterne misste
der ziemlich grol sein, aber machbar ist das. Die anderdithigit besteht darin, dass jeder Prozessor
Speicher fur seingeigenen* Sterne und noch mal eine gute Reserve hat, und dém Basgetauscht wer-
den. So etwas nennt mamessage passifigDann konnte z.B. jeder Prozessor zum Nachbar-Prozegsor d
Positionen seiner Sterne schicken (der letzte Prozessimksan den ersten). Dann kénnen alle die Krafte
dieser Sterne auf digeigenen* berechnen. Danach werden die Positionen an demnéithsten Nachbar-
Prozessor (der direkt Nachbar hat vorherigen Schritt dieeDf bereits erhalten) geschickt. Dies macht
man immer so weiter bis der Porzessor seine Positionen@aradleren Prozessoren einmal geschickt hat.
Fur die Kommunikation in unserem Beispiel gilt: es mussemlich groRe Datenmengen bewegt werden,
dies muss schnell geschehen, und es darf keine AusreiRerlitbdrmittiungszeit geben, da jeder Prozessor
den neuen Zeitschritt erst ausfuhren kann, wenn er diebiBigee vorallen anderen Prozessoren hat.

6.3 Synchronisation

Bei message passinigt es fur jeden Prozessor einfach festzustellen, ob dieram fertig sind. Wenn er
von allen anderen Daten bekommen hat, kann es weiter gele¢igeBreinsamem Speicher ist das nicht
so einfach. Hier muss eine explizite Synchronisationfgtditn. In einem Zeitschritt rechnen zunachst alle
Prozessoren die Krafte aus. Erst wenn alle damit fertid, silirfen die neuen Positionen berechnet wer-
den. Wieder kdnnen die neuen Krafte erst berechnet wevadenm dies vollstandig erledigt ist. Es ergeben
sich also pro Zeitschritt zwei Synchronisationspunktee diese technisch realisiert werden, hangt von der
Rechnerarchitektur ab. Eine Moglichkeit besteht darime besonderen Speicherbereich fur Statusinfor-
mation der Prozessoren vorzusehen, bei dem jeder Prozissgesamten Bereich lesen kann, aber nur auf
seinem,eigenen” schreiben. Dann kann jeder feststellen, ob dierandertig sind. Nachrichtenaustausch
ist eine weitere Moglichkeit.

Shttp: //de. w ki pedi a. or g/ wi ki / Message_Passi ng_I nterface
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6.4 Latenz

Fur viele Probleme missen grol3e Datenmengen zwischeRrdeassoren ausgetauscht werden, fir man-
che nur kleine; bei gewissen Aufgabenstellungen musdenaseDaten ausgetauscht werden, manchmal
(wie z.B. beim Zahlen der Erbsen) nur selten. Es gibt daiver zerschiedene Anforderungen an die Kom-
munikation: grof3e Bandbreite (viele Daten pro Zeit) undzkuratenz (Zeit fur die Vorbereitung der Nach-
richtensendung). Von der Bandbreite ist ein LKW voller DVIbemer noch nicht zu schlagen, aber die
Latenzzeit von einigen Stunden macht dies Verfahren fintkisten Zwecke unbrauchbar.

Fur viele Probleme - auch fur eine professionelle Simaaton Sternhaufen und Galaxien - muss der
Datenaustausch in weniger als einer Millisekunde laufexs. @eht nur mit speziell angepassten, dedizierten
und teuren Datenleitungen. Daher sind brauchbare Paealleier weit teurer als die gleiche Anzahl PCs
nebeneinander, obwohl die addierte Leistung vieler PG# sithlecht ist.

6.5 Parallelrechner am JSC

Das JSC betreibt seit tber 20 Jahren Parallelrechner.
Der grofRte Rechner des JSC ist zur Zeit (6/2008)%5%

JUGENE, ein IBM BlueGene/P Rechner mit 65548 5

16 Schranke). Die Prozessoren selbst sindsit) H =
relativ langsam, ihr Vorteil ist der geringe Stromver-
brauch. Dadurch hat der BlueGene/P aber ein sehr gute
Verhaltnis von Rechenoperationen pro Wattsekunde. Dig
Kommunikationsleistung ist der Rechenleistung entspre
chend. Jedes Board hat nach aul3en eine Verbindung
5.1 GB/s. Die Latenzzeit zum Nachbarn ist niB0ns,  Abbildung 7: Rechnerraum des JSC im FZJ
die Latenz bei Kommunikation quer durch den Rechner

3.2 us. Damit kdnnen Probleme effizient gerechnet werden, beedé@nsehr kurzen Abstanden — nach ei-
nigen tausend Rechenschritten — Daten ausgetauscht waidesen. Bei Inbetriebnahme im Oktober 2007
war JUGENE der zweitschnellste Rechner der Welt, inzwisdseer etwas abgerutscht aber immer noch
Platz 1 in Europa.

Daneben betreibt das JSC mehrere kleinere — aber immer maahttiche — Rechner fur Anwendungen,
die auf JUGENE nicht gut laufen, und zur Erprobung neuer Rerchitekturen. 2009 soll ein grofl3er
Cluster installiert werden, der bei anderer ArchitektuGRNE an Leistung Uibertreffen soll.

7 Das Online-Projekt und seine technische Realisierung

Das Online-ProjektDer Supercomputer als Teleskop - Die Sternenbewegung imaffei teilt sich in
drei Phasen auf (siehe dazu auch Abbildung 8):

1. In der ersten Phase sollt ihr in jedem simulierten Zeriictlie Krafte der Sterne untereinander
berechnen. Der Server wird dann mit euren Daten den restlibitegrationsschritt durchfiihren.
Am Ende dieser ersten Phase werdet ihr merken, wieviel Audves ist, bei steigender Anzahl von
Sternen die Krafte untereinander zu berechnen. Wir weedeh einen ersten Tipp geben, wie man
diese Arbeit verkiirzen kann.

2. Die Gruppen, die mit der ersten Phaseerfordertsind, werden dann nicht mehr nur die Krafte auf
die Sterne berechnen, sondern mit diesen Daten dann auBbstibleunigungen und damit die neuen
Geschwindigkeiten der Sterne berechnen. Die Positioeshaung tibernimmt dann immer noch der
Server.
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3. Die Gruppen, die zum Abschluss des Projektes dann deeiSgmnz ersetzen mochten, konnen dann
in die dritte Phase wechseln, in der sie auch noch die Poshierechnung tibernehmen.

Ablaufdiagramm I H

1 Zeitschritt Dynamik

Start

Positionen Positionen

Berechnung der
neuen
Positionen

Berechnung der
Krafte

Start Berechnung der

Geschwindigkeiten WD
eschwindigkeitel

Geschwindigkeiten

Initialisierung Visualisierung

Abbildung 8: Ablauf einer Sternensimulation

7.1 Voraussetzungen
Um an diesem Online-Projekt teilnehmen zu kdnnen sindsfodig Voraussetzungen zu erfullen:
e Internet-Anschluss fir den Download der Sterndaten umdbdischlieBenden Datenabgleich
e Taschenrechner oder Computer
e Interesse an Mathematik und Freude am Lernen
Daruberhinaus ist es sinnvoll Arbeitsgruppen zu bilden,die Berechnungen fur den einzelnen Schiler
abzukurzen, sofern nicht die Moglichkeit besteht, dakgande Problem programmtechnisch umzusetzen.

7.2 Ein Rechenbeispiel mit funf Sternen

Um noch einmal klar zu machen, was wir in der ersten Phaseem&mnline-Projektes berechnen, wollen
wir noch einmal beispielhaft die Krafte, die bei funf Sten untereinander wirken, bestimmen.

Die Ausgangssituation der Berechnung ist gegeben durciMdisen der Sterne und deren Positionen
bezogen auf ein bestimmtes Koordinatensystem:
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Stern|| Masse | X[m] | Y[m] | Z[m]
1 1.989-10% | 0.0 0.0 0.0
2 6.419-10% | —2.5-10'1 | 0.0 1.0 - 101!
3 5.974-10%7 | 0.0 —1.5-10"1 | —2.0- 10"
4 3.302-10% | 0.0 5.0-1010 | 0.0
5 4.869-10% | 1.1-10" | 0.0 7.0-10%0

Nun wollen wir die Bewegungen dieser Sterne simulieren. Widen vorherigen Kapiteln deutlich ge-
worden ist, bendtigen wir fir die Berechnung der neuenti®ogn nur die aktuelle Position, sowie die
Geschwindkeit in einem Zeitschritt:

Tty = .I'to + UIﬂfo . At
Yoo = Yto T Uyt - At (16)
Ztl = Ztg —+ UZ-,tO . At

Sowohl die aktuelle Position als auch die aktuelle Gesctigheit und die GroRe des Zeitschrittes sind
bekannte GrofRen. Jedoch miussen wir auch die Geschweitigkm neuen Zeitpunkt berechnen. Wie in
den letzten Kapiteln kennengelernt, benotigen wir zuraBesndigkeitsberechnung die Beschleunigung.
Diese konnen wir aber Uiber die Kraft mittels der Formel

F = m-a
_ F
= a = m
bestimmen. Die Kraft auf ein Teilchen kann man tber
m;m;
Fij.,x = 7G;—3] . (.Tl — .Tj)
ij
m;m;
Fiy = —G=57(:—y)
ij
m;m;
Fij. = —G—5" (2~ %)

et

bestimmen. Mit diesen Formeln berechnen wir dann die Kdédtder Stern j auf den Stern i in der jeweili-
gen Richtung ausubt.

Ihr sollt nun fur alle Sterne in allen Richtungen die Krafthponenten berechnen, die auf die jeweiligen
Sterne wirken:

Stern|| F, [N] F, [N] F. [N]

1

Um die Gesamtkraft inc-Richtung fur den Stern 1 zu berechnen benotigen wir ghsédie einzelnen

UL W N
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Krafte, die von allen anderen Sternen (2-5) auf Stern lemrk
11 1.989 - 1030 % 6.419 - 1023

Fia, = —6.67428-10" (0.0 — —2.5-10") = —1.09129 - 10*!
' (2.69258 - 1011)3
1.989 - 1030  5.974 - 102+
— —11 —
Fizz = —6.67428-10 25 1011)° (0.0 —0.0)=0.0
1.989 - 1039 % 3.302 - 1023
— —11 —
Fla. = —6.67428-10 5.0 1007 (0.0 —0.0)=0.0
1.989 - 1039 « 4.869 - 1024
Fis. = —6.67428-107" : (0.0 — 1.1-10'") = 3.20773 - 10??

' (1.30384 - 1011)?

Summiert man alle Einzelkrafte auf, so erhalt mamdi€ompontente der Kraft, die im aktuellen Zeitpunkt
auf den Stern 1 wirkt.

e = Fiog+Fi3z+ Flaqe + Fise
3.0986 - 10%2

Entsprechend miissen nun noch die anderen Kraftkompankeetechnet werden:
Die Kraft in y-Richtung:

1.989 - 1030 % 6.419 - 1023
Fia, = —6.67428 10711 *

(2.69258 - 1011)3 (0.0 —0.0) =0.0

o—111:989 - 1030 % 5.974 - 1024

3, = —6.67428-1 5. 1011)3

(0.0 — —1.5-10'") = —7.61335 - 10!

11 1.989 - 1030 % 3.302 - 1023
(5.0 -1010)3

Flay = —6.67428-10" (0.0 —5.0-10'") = 1.75338 - 10%2

6.67498 . 1011 1989 10%0 % 4.869 - 1024

(1.30384 - 1011)3 (0.0 —0.0) = 0.0

F15,y =

Fiy = Fioy+Fi3y+ Fuay + Fisy
9.92046 - 102!

Die Kraft in z-Richtung:
11.989 - 1039 % 6.419 - 1023
(2.69258 - 1011)3

Fia. = —6.67428-107" (0.0 - 1.0-10') = 4.36515 - 10*°

11 1.989 - 1030 % 5.974 - 1024

Fis. = —6.67428 10" 25 1011 (0.0 — —2.0-10"") = —1.01511 - 10??
1.989 - 1030 « 3.302 - 1023
— —11 —
Fia. = —6.67428-10 (5.0 1010)° (0.0 —0.0) = 0.0
1.989 - 1030 « 4.869 - 102
Fis. = —6.67428-1071 - (0.0 = 7.0-10'0) = 2.04128 - 1022

’ (1.30384 - 1011)3

Fi. = Fi2.+ F13.+ Fia,.+ Fi5,2
= 1.06982-10*




7 DAS ONLINE-PROJEKT UND SEINE TECHNISCHE REALISIERUNG 23

Nachdem nun die Kraft auf Stern 1 in allen Koordinaten bemetkwurde, missen diese Berechnungen fur
die Sterne 2 bis 5 ebenfalls durchgefuhrt werden:

Stern 2:

Die Kraft in z-Richtung:

1 6.419 - 103 % 1.989 - 1030

Foi. = —6.67428-107" (-2.5-10'"" —0.0) = 1.09129 - 10*!
’ (2.69258 - 1011)3
6.419 - 1023 % 5.974 - 104
Fag . = —6.67428-1071 - (-2.5- 10" —0.0) = 8.74017 - 10**
’ (4.1833 - 1011)3
6.419 - 1023 x 3.302 - 1023
Fae = —6.67428-10" 1 - (-2.5-10'" - 0.0) = 1.72186 - 10**
’ (2.73861 - 1011)3
419 - 1023 % 4.869 - 1024
Fose = —6.67428-107M 0419 107 + 4869 10 (-2.5-10'" —1.1-10") = 1.59294 - 10'°

Die Kraft in y-Richtung:

1o-116:419- 1023 % 1.989 - 1030

(3.61248 - 1011)3

= Fo10+ Fo34 + Foy oz + o5 o
1.09129 - 102!

Fo1y = —6.67428- 0.0 — 0.0) = 0.0
Y (2.69258 - 1011)3 ( )
419 - 1022 % 5.974 - 1024
Fazy = _6.67428 - 10— 11 9419 107 % 5.97 5 0 (0.0 - —1.5-10'") = —5.2441 - 10™
(4.1833 - 1011)
6.419 - 1023 % 3.302 - 1023
Fay = —6.67428-107" . o (0.0—5.0-10') = 3.44371 - 10'3
‘ (2.73861 - 1011)
6.419 - 1023 % 4.869 - 1024
Fosy = —6.67428-1071 - = (0.0 -0.0) = 0.0
(3.61248 - 1011)
Foy = Fo1y+ Fogy + Foyy + Fosy

Die Kraft in z-Richtung:

11 6.419 - 1023 x 1.989 - 1030

—4.89973 - 1014

Foi. = —6.67428 10" (1.0- 10" — 0.0) = —4.36515 - 10*°
’ (2.69258 - 1011)3
419 - 1023 % 5.974 - 1024
Fos. = —667428.10-11 049 107 %597 10 (1.0-10" — —2.0-10") = —1.04882 - 10'®
’ (4.1833 - 1011)3
6.419 - 1023 % 3.302 - 1023
Fo. = —6.67428-1071! : (1.0 10" — 0.0) = —6.88743 - 10'3
’ (2.73861 - 1011)3
419 - 1023 % 4.869 - 10
Fos. = —6.67428 107" 0419 107« 486910 (1.0-10" —7.0-10'%) = —1.32745 - 10"

F2,z

(3.61248 - 1011)3

Fo1» + Fo3,» + Fog 2 + Fos 2
—4.36517 - 10%°
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Stern 3. . )
Die Kraft in z-Richtung:
5.974 - 104 % 1.989 - 1030
Fs1, = —6.67428-1071 - (0.0 — 0.0) = 0.0
' (2.5-1011)3
5.974 - 10%* % 6.419 - 1023
Fip, = —6.67428-107" a 1833* TDE (0.0 — —2.5-10"") = —8.74017 - 10"
5.974 - 1024 % 3.302 - 1023
- _ 10— 11 _ —
Fay, = —6.67428-10 (282843 101173 (0.0 — 0.0) = 0.0
5.974 - 10%* % 4.869 - 1024
Fs5, = —6.67428-107" - (0.0 —1.1-10"") = 6.05884 - 10'®

Die Kraft in y-Richtung:

F31, = —6.67428.
F32, = —6.67428-
Fii, = —6.67428.
Fi5, = —6.67428.

Die Kraft in z-Richtung:

F31,. = —6.67428-
Fip. = —6.67428-
Fay. = —6.67428-
Fi5. = —6.67428-

(3.27872 - 1011)3

F3. = F31,0+ F320 + F34,0 + F35,2
= 5.18482-10%

5.974 - 104 % 1.989 - 1030
1011 * ; -1.5-10" —0.0) = 7.61335 - 10"
(2.5-1011)
974 - 1024 % 6.419 - 1023
1o-115:974-10%1 46 93 0 (—=1.5- 10" — 0.0) = 5.2441 - 10M
(4.1833 - 1011)
.974 - 1024 % 3.302 - 1023
10—112:974- 107 + 3.30 . 0 (“1.5.10M — 5.0-10') = 1.1637 - 10%°
(2.82843 - 1011)
974 - 1024 % 4.869 - 1024
10_11 5.97 0<% % 4.869 . 0 (_15 . 1011 _ 00) — 8.26205 - 1015
(3.27872 - 1011)
F3, = F31y+ F32y+ F34,y + F35,4

7.61336 - 102!

11 5.974 - 102 % 1.989 - 1030

3 10" —0.0) = 1.01511 - 102
(2.5-10'1)

10~

(-2.0-

1o-11 5974 10%4 % 6.419 - 1023

. 10" —1.0-10'") = 1.04882 - 10'°
(4.1833 - 1011)

11 5.974 - 10%* % 3.302 - 10?3
(2.82843 - 1011)3

10” -10" —0.0) = 1.1637 - 10'®

11 5.974 - 10%* % 4.869 - 1024

3 10" —7.0-10'%) = 1.48717 - 10'°
(3.27872 - 1011)

10~

Fs3.. F31,2 + F32,2 + F34,2 + F35,

1.01511 - 10%2
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Stern 4:

Die Kraft in z-Richtung:

Fi1,2
Fao o
F43 x

)

Fys5,2

—6.67428 -

—6.67428 -

—6.67428 -

—6.67428 -

Die Kraft in y-Richtung:

Fa1,y

Fao .y

Fus .y

Fus .y

10~

11 3.302 - 10?3 % 1.989 - 103°

10-113:302 1023 % 6.419 - 1023

(5.0-1010)° (000 =00

(0.0 — —2.5-10"") = —1.72186 - 10"

1071

(

13.302-10%3 % 5.974 - 1024

2.73861 - 1011)3

(

5 (0.0-0.0) =0.0
2.82843 - 1011)

1o-113:302- 1023 % 4.869 - 1024

F4w

(

—— (0.0 —1.1-10"") =4.33473 - 10"°
1.39642 - 1011)

Fyt,0 + Faoo + Fu3,0 + Fas.0
4.16254 - 1015

1o-113:302- 1023 % 1.989 - 10%°

—6.67428 - 5.0 10107 (5.0-10'° — 0.0) = —1.75338 - 10?2
3.302 - 10%% % 6.419 - 10%3
—6.67428 - 10~ : (5.0-10'° — 0.0) = —3.44371 - 10"3
(2.73861 - 1011)3
3021023 % 5.974 - 1024
—6.67428 - 10~ 11 2202 107+ 597 10 (5.0- 10 — —1.5-10") = —1.1637 - 10'°
(2.82843 - 1011)3
3.302 - 1073 % 4.869 - 1024
—6.67428 - 10711 - (5.0- 10" —0.0) = —1.97033 - 10"°

Die Kraft in z-Richtung:

Fy1,2

Fyo -

F43,z

Fus

3

—6.67428 -

—6.67428 -

—6.67428 -

—6.67428 -

Fu,y

101

10~

1o-113:302 1023 % 5.974 - 1024

1071

F4,z

(1.39642 - 1011)3

13.302 - 1023 % 1.989 - 1030

Fu1,y + Faoy + Fu3,y + Fus y
—1.75338 - 10%2

11 3-302- 1023 % 6.419 - 1023

(5.0-1010)° (0000 =00

(0.0 -1.0-10") = 6.88743 - 10"3
(2.73861 - 1011)3

(0.0 — —2.0-10") = —1.1637 - 10°

13.302 1023 % 4.869 - 10%*

(2.82843 - 1011)3

(139612 101177 (0.0 - 7.0-10'%) = 2.75846 - 10'°

Fy1,. + Fao 2 + Fu3 2 + Fus 2
1.66364 - 10*°
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Stern 5:
Die Kraft in z-Richtung:

11 4.869 - 10%* % 1.989 - 103°
(1.30384 - 1011)3

Fs1,. = —6.67428-10 (1.1-10" —0.0) = —3.20773 - 10**

1o—11 4869 1024 % 6.419 - 1023

Fs2. = —6.67428- (1.1-10" — —2.5-10") = —1.59294 - 10'°
(3.61248 - 1011)?
4.869 - 1024 % 5.974 - 1024
Frgp = —6.67428-107M . (1.1- 10" —0.0) = —6.05884 - 10*°
’ (3.27872 - 1011)3
4.869 - 1024 % 3.302 - 1023
Fsan = —6.67428-1071 - (1.1-10" —0.0) = —4.33473 - 10'°

(1.39642 - 1011)3

F5: = Fs1,0+ Fsox + F53,0 + Fs4.z
—3.20773 - 10%2

Die Kraft in y-Richtung:
11 4.869 - 10%* % 1.989 - 1039
10

Fs1y = —6.67428. (130381 1011)° (0.0 —0.0) = 0.0
Fso, = —6.67428-1071 4'86?3';?215 _61'?)1?)'31023 (0.0 — 0.0) = 0.0
Fray = 667428101250 1077+ 3302 10 (0.0 - 5.0-10%°) = 1.97033 - 10'°

(1.39642 - 1011)3

Fs5y = Fs1y+ Fs2y+ F53,y + Fs4,y
—6.29172 - 10%°

Die Kraft in z-Richtung:

1 4.869 - 1024 x 1.989 - 1030

F = —6.67428 1071
oz (1.30384 - 1011)3

(7.0- 10" — 0.0) = —2.04128 - 10**

4.869 - 1024 % 6.419 - 1023
Fsa. = —6.67428-10"1 *

(7.0- 10" — 1.0- 10") = 1.32745 - 10'*
(3.61248 - 1011)3

11 4.869 - 10%*  5.974 - 1024

Fss. = —6.67428-10"
5% (3.27872 - 1011)3

(7.0-10"° — —2.0-10"") = —1.48717 - 10'°

4.869 - 1024 % 3.302 - 1023
Fai. = —6.67428. 10~ 114809 107 *3.302 10

(7.0-10'° — 0.0) = —2.75846 - 10'°
' (1.39642 - 1011)?

Fs5. = Fs1.+4 Fso.+ F53,. + F54,2
= —2.04129-10?*?
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Zusammengefasst erhalten wir folgende Ergebnisse:

Stern|| F, [N] | F, [N] | F, [N]
1 3.098604674069550 - 1022 9.92046120354432 - 10%! 1.0698235014971604 - 1022
2 1.091291142293450- 102! | —4.89973154789005 - 10'* | —4.3651665170138746 - 10%°
3 5.184821738124179 - 10%° 7.61335751535684 - 102! 1.0151147171140103 - 1022
4 4.162544163633999 - 10'° | —1.75338119372067 - 1022 1.6636368478541998 - 1015

—3.207734723035484 - 10%2 | —6.29172128394707 - 1015 | —2.0412867198047167 - 1022

ot

Mit Hilfe dieser Ergebnisse kdnnen wir anschlieend dieielken Beschleunigungen in allen drei Koor-
dinaten berechnen und damit die Momentangeschwindigkéitenachsten Iterationsschritt. Aber diese
Berechnungen tiberlassen wir nach so viel Anstrengungchst dem Supercomputer.

7.3 Formatierung der Ein- und Ausgabedateien

Nachdem wir nun wissen, was wir zu berechnen haben, wollerums abschlieRend noch einmal die
Formate ansehen, in denen wir unsere Daten bekommen, bdenén wir die Daten wieder an den Server
zurtickschicken.

Als Ausgangssitution erhalten die Teilnehmer zunachmst €extdatei (Uber den Download-Bereich) in dem
wie in Abbildung 9 gezeigten Format.

1 1.989E30 0.0 0.0 0.0
2 6.419E23 -2.5El1 0.0 1. 0E11
3 5.974E24 0.0 -1.5E11 -2.0E11
4 3. 302E23 0.0 5. OE10 0.0
5 4.869E24 1.1E11 0.0 7. OE10

Abbildung 9: Beispiel fur einen moglichen Startdatensat

Die erste Spalte enthalt den Index des jeweiligen Stefagyvekite die zugehorige Massekn, die dritte die
X -, die vierte dieY - und die funfte dieZ-Koordinate des entsprechenden Stetitser diese Eingabedatei
erhalt man folglich die Massen und die kartesischen Rwséti der benotigten Sterne.

Nach der Berechnung sollte folgende Ergebnisdatei erzeeigten:

. 0986046740695496E22 9. 92046120354432E21 1.0698235014971604E22
.0912911422934496E21 -4.8997315478900475E14 - 4. 3651665170138746E20
.184821738124179E15 7.613357515356839E21 1. 0151147171140103E22
. 162544163633999E15 - 1.7533811937206721E22 1.6636368478541998E15
.2077347230354843E22 -6.291721283947074E15 -2.0412867198047167E22

a b W NP
w b GO Rr W

Abbildung 10: Ergebnisdaten zum Beispieldatensatz ausldunig 9

Die erste Spalte sollte einfach die Indizes der Sterne irRaéginenfolge enthalten, die aus der Eingabeda-
tei zu entnehmen ist. Die Spalten zwei bis vier enthalten digrKraftkomponented’,, F;, und £, der
jeweiligen Sterne. Die Werte der Komponenten missen &g8kdmmazahlen mit einem optionalen Expo-
nenten angegeben werden. Dieser muss durch, dih d oder D von der restlichen Zahl getrennt werden.
(Beispiele sind oben zu sehen, der Exponent kann aber atfellem so dass auch Zahlen wie)007234
erlaubt sind.)

Bei den Rechnungen mit solchen Zahlen kann es bei euren Regén zu kleinen Rechenungenauigkeiten
kommen. Beim Datenabgleich wird dartiber hinweggesehdtesihr euch aber einmal verrechnet haben,
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so dass eure Daten zu stark von den korrekten Ergebnissenichian, bekommt ihr eine Meldung, welche
Daten ihr noch einmal nachrechnen solltet.

Eine so formatierte Datei sollte dann im vorgegebenen &estier im personlichen Login-Bereich hoch-
geladen und mit den tatsachlichen Ergebnissen abgegliekeden. ihr erhaltet dann eine entsprechende
Analyse eurer Daten und eine Prozentangabe, welche apssagtichen Teilen die abgeschickten Ergeb-
nisse mit den korrekten Ergebnissen Ubereinstimmen.
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