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1 Einleitung

Im Vortrag "Magnetismus freier Atome” haben wir gehort, dafl alle freien Atome mit
nicht aufgefiillten Schalen (d. h. fast alle Atome) magnetisch sind. Diese experimentel-
le Erkenntnis wurde systematisierend zusammengefafit in den empirisch aufgestellten
Hund’schen Regeln. Die erste und wichtigste Hund’sche Regel besagt, daf} fiir Atome
im Grundzustand die Spinmultiplizitdt maximal ist, soweit das Mehrfachbesetzungs-
verbot dies zuléflt. Ursache des Magnetismus freier Atome bzw. der ersten Hund’schen
Regel ist die Austauschwechselwirkung, die auch fiir den kollektiven Magnetismus des
Festkorpers, wie z. B. Ferromagnetismus, Ferrimagnetismus oder Antiferromagnetis-
mus, eine ganz zentrale Rolle spielt. Die Austauschwechselwirkung, genauer diskutiert

im Vortrag " Magnetische Wechselwirkung 1”, ist rein elektrostatischer Natur und nicht



die Folge einer explizit spinabhingigen Wechselwirkung. Sie hat aber magnetische Fel-
der zur Folge. Sie ist rein quantenmechanischen Ursprungs und ist klassisch nicht er-
kldrbar. Sie ist die Folge von Coulombwechselwirkung und Pauliprinzip, d. h. es ist ganz
wesentlich, daf§ die Matrixelemente der elektrostatischen Coulombwechselwirkung zwi-
schen den Elektronen nicht mit Wellenfunktion unterscheidbarer Teilchen, sondern mit
den total antisymmetrisierten Wellenfunktionen giiltig fiir Fermionen zu bilden ist. Die,
mit der total antisymmetrisierten Wellenfunktion, gebildeten Matrixelemente ergeben
die klassischen Terme unterscheidbarer Teilchen und zusétzlich gibt es klassisch nicht
verstindliche Terme, die durch Austausch der Indizes aus Matrixelementen unterscheid-
barer Teilchen hervorgehen. Die Austauschwechselwirkung vollstreckt das Pauliprinzip
und sie sorgt dafiir, dafl sich Elektronen parallelen Spins nicht zu nahe kommen. Man
spricht auch davon, daf ein Elektron ein Austauschloch mit sich fiihrt (einfachster Fall
eines Quasiteilchens in Analogon zum Polaron). Das Austauschloch fithrt zur Reduk-
tion der Coulomb—Abstolung der Elektronen und damit zum Gewinn der potentiellen
Energie.

Obwohl Magnetismus der freien Atome eher die Regel darstellt, ist Magnetismus
in Metallen eher die Ausnahme. Die Alkaliatome, Al oder Pb sind als freie Atome
magnetisch, als Festkorper aber unmagnetisch. Dies liegt daran, dal im Festkorper die
Fermienergie und damit die kinetische Energie durch den Magnetismus stark zunehmen
kann.

Das zentrale Anliegen der Vorlesung ist das Verstindnis zur Ursache des itineranten
Magnetismus (Magnetismus der Leitungselektronen) in Metallen als Konkurrenz zwi-
schen der Austauschwechselwirkung und der kinetischen Energie. Bei der Wechselwir-
kung der Elektronen im Festkorper handelt es sich um ein kompliziertes Vielteilchenpro-
blem, das man nur ndherungsweise 16sen kann. Wir werden das oben gesagte diskutieren
in der wohl einfachsten Ndherung des Vielelektronenproblems eines Metalls, das aber
noch alle notwendigen physikalischen Elemente enthilt: der Hartree-Fock—N&dherung im
Modell unabhéngiger Elektronen (Ein-Elektronen Bild), angewandt auf das homogene
Elektronengas (Jellium Modell).



2 Hamiltonoperator

Wir betrachten ein System N wechselwirkender Teilchen, die sich im externen Potential,
d. h. im Gitter positiv geladener Atomkerne oder Atomriimpfe (Atomkerne abgeschirmt
durch Rumpfelektronen), bewegen. Den Hamiltonoperator H des elektronischen Viel-
teilchensystems spalten wir dabei auf in zwei Teile:
N 1
H:(T—l—V)—i—U:i_zlh(ri)—i- 3 ;v(ri,rj) (1)
(i) den Einteilchenoperator

2

A(r) = — 2= V2 +o(r) 2)

setzt sich zusammen aus der Summe der kinetischen Energie —#%/2m V? der Elektronen
und deren Energie im externen Potential v(r;);

(ii) den Zweiteilchenoperator

(3)

v(ri, ;) = ﬁ
1 J

der die abstolende Coulombwechselwirkung zweier Elektronen, die sich am Ort r; und
r; befinden, und einen Abstand | r; — r; | entfernt sind, beschreibt.

An dieser Stelle sei bemerkt, da} wir die Spin—-Bahnwechselwirkung vernachléfiigt
haben. Das bedeutet, dafl der Hamiltonoperator H nicht explizit von den Spinkoor-
dinaten o1,...,0x abhingt und deshalb sich zu H(r01,...,ryon) = H(ry,...,Tx)

vereinfacht.

3 Antisymmetrische Wellenfunktion im Modell un-
abhingiger Elektronen

Verschwindet die Coulombwechselwirkung zwischen den Elektronen (U = 0), so verein-

facht sich der Hamiltonoperator auf die Summe der Einteilchenoperatoren:



In diesem Falle sind die Ortsfreiheitsgrade separabel, die Elektronen sind von einander
unabhéngig bzw. wechselwirkungsfrei und die Gesamtwellenfunktionen 1) des Vielelek-
tronenproblems lassen sich darstellen in der Form antisymmetrischer Produkte (Pauli-

prinzip fiir Fermionen) von Einteilchen—Wellenfunktionen ¢:
1
Yun, .., VN(rlgla .o, INON) = ﬁ A(N){ds, (ri01), .. -a(buN(rNUN)} (4)

¢u,(r101) ... ¢ (rNON)

= W : IR (5)

Guy (r101) . Gy (ryoN)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daf§ die Einteilchenwel-
lenfunktionen orthonormiert sind, < ¢, | ¢, >= d,,,. Dabei beschreibt die Einteilchen-
Wellenfunktion ¢,,(r;0;) das Elektron 7 im Einteilchenzustand v;. Die Elektronen sind
aber ununterscheidbar bzw. Fermionen, deshalb ergibt sich die Gesamtwellenfunktion
als Linearkombination aller N! antisymmetrisch permutierten Produktwellenfunktio-
nen ¢, (ri01)...¢,y (ryoy). Die Antisymmetrisierung wird durch den Antisymmetri-
sierungsoperator A(N) = Y p(—1)PP geleistet. Summiert wird iiber alle Permutationen
P (Elemente der Permutationsgruppe) der Koordinatenindizes (r;o;). p ist die Zahl der
Transpositionen in der Permutation. Die Gesamtwellenfunktion 148t sich auch darstellen
in der Form einer Slaterdeterminante (5) (siehe auch Vortrag: ” Zweite Quantisierung”).
Hier erkennt man die totale Antisymmetrisierung der Wellenfunktion sofort, denn bei
Vertauschung zweier Zeilen oder Spalten wechselt die Determinante ihr Vorzeichen.
Auflerdem verschwindet die Determinante identisch, wenn zwei Zeilen gleich sind, was
bedeutet, dal zwei Elektronen im gleichen Zustand sind, was nach dem Pauliprinzip
nicht sein kann.

Bei wechselwirkenden Elektronen also U # 0 und groflem N ist das exakte Auf-
finden der Eigenwerte und Eigenfunktionen des Vielelektronenproblems unmdoglich.
Vereinfachende Naherungen sind unumgénglich. Im folgenden halten wir am Modell
unabhingiger Elektronen auch fiir wechselwirkende Elektronen fest. D. h., auch fiir
wechselwirkende Elektronen machen wir den Ansatz, daf sich Gesamtwellenfunktionen
darstellen lassen in Form von Einteilchen—Wellenfunktionen. Diese Nidherung ist umso

besser je schwécher die Wechselwirkung zwischen den Elektronen ist.



4 Hartree— und Hartree—Fock—Néaherung

In diesem Abschnitt wollen wir die Frage nach der besten Niaherung des Grundzustandes
| ¥, > zum Hamiltonoperator (1) im Modell unabhéingiger Elektronen, d. h. unter
Beibehaltung der Form (4), (5) fiir die Wellenfunktion beantworten. Dies fiihrt uns
zur Hartree-Fock—N&herung. Als Kriterium fiir die Giite der Wellenfunktion als beste
Néherung zum Grundzustand dient bekanntlich der Erwartungswert der Energie. Je
geringer der Wert des Erwartungswertes der Energie, desto besser ist die Ndherung.
Die beste Niherung | 1, > muf} deshalb die Bedingung

<¢|H]|Y >> _ 0

<¢|y>

erfiillen. Dies ist auch bekannt als Ritz’sches Variationsprinzip. Wir gehen also aus vom

SE{0} = o ( (©)

Erwartungswert fiir die Grundzustandsenergie F, =< v, | H | 1, >, und wenden die
totalantisymmetrische Wellenfunktion (4), (5) auf den Hamiltonoperator (1) an. Die
Orthonormierung der Wellenfunktion ¢,(ro), < ¢, | ¢, >= 6, beriicksichtigen wir als

Nebenbedingung mittels dem Lagrangeparameter ¢,f. Man erhilt:

0
6¢;’; {< 1/11/1...1/1\( | H | wul...uN > — ; €y, (< ¢U¢ | ¢u,- > _1) } =0 (7)

Matrixelemente: < ¢, . | H | ¥,y >
Die Auswertung der Matrixelemente <t |H | >=<¢|T+ V[ >+<y|U | >
ist einfach, aber wegen des Permutationsoperators langwierig. Wir geben hier eine

verkiirzte Darstellung.

tEigentlich beriicksichtigen wir hier nur die Normierung. Das ist ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit ausreichend. Beriicksichtigt man die Orthonormierung, so erhilt man als Lagrangeparameter eine
Matrix A, die dann durch Einfiihrung der Transformation ¢;, = }° U,.¢,, diagonalisiert werden

kann: Ay, = €,0,,.



(i) Einteilchenterm:

N
< ¢l/1...uN | T+V | ¢U1...1/N > = < wul...uN | th | 1/11/1...111\( >
i=1

_ 1 \Petpa (V) (1)
= N'ZZ( 1)pvte {<¢Vﬁ ... < o \} (8)

* P, P,
N

P S hiPu{l o) > ... | o) >}
i=1
Durch Betrachtung von Gleichung (8) kann man sich klar machen, dafi die Berech-
nung des Erwartungswertes eines Einteilchenoperators im N-dimensionalen Hilbert-
raum zerlegt werden kann in Erwartungswerte im eindimensionalen Hilbertraum und
Skalarprodukte im (/N—1)-dimensionalen Hilbertraum. Wegen der Orthonormalitéit der

Einteilchenwellenfunktion ergeben die Skalarprodukte nur dann einen Beitrag, wenn die

Permutationen P, und P, gleich sind. Damit erhalten wir

Sy _ W=D s O | b | 9
< wlll...l/N | Z 1 | wul...IJN >_ N' Z v Z < gbyi | 1 | ¢l/¢ > ( )
i=1 . Py i

Die verbleibenden N Vertauschungen von P, liefern stets denselben Beitrag, da durch
Umbenennung der Integrationsvariablen und Vertauschung der Elemente der Summe

>-; die Standardanordnung wiedererzeugt werden kann. Damit erhilt man:

N
< wul...I/N ‘ th ‘ wlll...I/N > = Z < ¢I/ | h ‘ ¢1/ >
=1 v
(10)
= 2% [ druxo) h(x) 6u(ro)
Damit 148t sich das Matrixelement, gebildet mit N-Teilchenzustinden, allein durch

Einteilchenzustinde ausdriicken. Summiert wird iiber alle besetzten Zustinde.

(ii) Zweiteilchenterm

Ganz analog verhilt es sich mit dem zweiten Summanden, der Coulombenergie
Ey =< |U |9 >, dem N-Teilchen-Erwartungswert des Zweiteilchenoperators. Die
Berechnung des Erwartungswertes wird zerlegt in Erwartungswerte des 2-dimensionalen
Hilbertraums und Skalarprodukte im (/N —2)-dimensionalen Hilbertraums. Folgen wir
den obigen Argumenten, so bleiben nur Zweier—Permutationen iibrig und ein N—Teilchenzustand

kann durch Zweiteilchenzusténde ausgedriickt werden.



2

EU = < wul...uN ‘ Z — ‘ wlll...I/N >
| r, —T; |
1N o2 ) (11a)
= Y D<oy, | ——— [ dud; >
2 i,j ‘ ryr —To |

wobei r; o der Ortsoperator des 1-ten bzw. 2-ten Teilchens ist.
Durch die iibrig gebliebenen Zweier-Permutationen wird explizit die Antisymmetrie
der Wellenfunktion und damit das Pauliprinzip beriicksichtigt. Die Erwartungswerte

(11a) werden mit zweidimensionalen Slaterdeterminanten gebildet:

| Dby, >0 = % (¢u¢(r101) bu; (r202) — ¢y, (r101) Py, (1‘202))

1

(11b)
= 5 (1> 0 >~ 16 >] o2 >)

Ohne Beriicksichtigung der Antisymmetrie wiirde man nur den ersten Summanden er-
halten. Setzt man nun die Slaterdeterminante in (11a) ein, um die Erwartungswerte zu
bestimmen, erhilt man vier Summanden von denen jeweils zwei den gleichen Beitrag
liefern. Dieser Faktor 2 hebt sich gegen die Normierung (%)2 in (11b) weg und wir

erhalten zwei Beitrige:

Ey = Ey* + Ex® (12)

(i) die direkte Coulombenergie oder Hartree—Energie

1 Y 2
Ep = 5 Z < </5,S) < ¢1(/? \ ﬁ | qb(l) > | qﬁfj) >
Z’]
1 5 e )
= 522 /drler | i (r101) |7 ———— | ¢y, (r202) |
i,j 0102 | ri —Tg ‘

Dieser ist der klassische Term, den wir auch erhalten, wenn die Antisymmetrisierung der
Wellenfunktion nicht beriicksichtigt wird. Interpretiert man 3,3, | ¢,(ro) |* als die

Elektronendichte n(r), so ergeben die Matrixelemente in (13) gerade die elektrostatische

ID.R. Hartree beriicksichtigte bei der Bestimmung der unbekannten Ein-Elektronen-Funktionen

¢, nicht die Antisymmetrie der Wellenfunktion. Deshalb erhielt er nur den ersten der zwei Beitriige.
$Die Abkiirzung ”X” steht fiir das englische Wort exchange und bedeutet Austausch.



Coulombenergie. Die Wechselwirkung ist dadurch ausgezeichnet, dafl ein Teilchenindex
(1,2) in bra— und ket—Zustand des Matrixelements gleich sind. Die Hartree—Energie

liefert einen strikt positiven Energiebeitrag.

(i) die Austauschenergie

2

1 e
E - — < (1) < (2) [ (1) > (2) >
X 9 % ¢Vi | ¢u]- | ‘ r, — Ty | | ¢Uj | gbl/i
1 62 (14)
= T 5 Z Z /drldr2¢;(r101)¢;’;_(rzog) 7@@ (r101) ¢y, (r202)
2 J | iy —Io |

ij 0102
Die Austauschenergie ist die direkte Folge der antisymmetrischen Wellenfunktion. Da
es in der klassischen Physik den Begriff ununterscheidbarer Teilchen nicht gibt, be-
sitzt dieser Energiebeitrag kein klassisches Pondon. Der Name des Energiebeitrages
erklart sich dadurch, daf3 die Teilchenindizes im bra— und ket—Zustand der Matrix-
elemente in (14) vertauscht sind. Auflerdem weist das negative Vorzeichen daraufhin,

daB bei entsprechender Form der Wellenfunktionen die Austauschwechselwirkung zur

62
[r1—r2]

Energieabsenkung fiihrt. Beriicksichtigen wir, dal die Wechselwirkung nur auf
den Ortsraum, aber nicht auf den Spinraum wirkt, so kann man die Summation im
Spinraum getrennt vom Ortsraum durchfiihren. Dabei ergeben sich nur von Null ver-
schiedene Beitrige, wenn der Spinzustand o; des Zustandes v; gleich dem Spinzustand

o; des Zustandes v; ist, d. h.:

62

Fx == 5 3 bous, [drvdrs ()61, (r2) 0y (r1)ds(ra)  (15)
%]

|1y — 1y |
Obwohl der Hamiltonoperator nicht explizit spinabhéngig ist, erhalten wir eine spi-
nabhéngige Wechselwirkung als Folge der Beriicksichtigung der Symmetrie der Wellen-
funktion. Man erhélt nur dann einen Beitrag zur Austauschenergie, wenn die Elektronen
im gleichen Spinzustand sind, z. B. im Falle parallel ausgerichteter Spins. Zusammen
mit der Energieabsenkung 148t sich sehr leicht vermuten, daf} sie die Ursache des Ma-
gnetismus im Festkorpers ist.

Vernachléssigt man die Spin-Bahn-Wechselwirkung so ist der Hamiltonoperator
nicht explizit spinabhéngig, d. h. H(ry0y...ryoy) = H(r;...ry) und die Wellenfunk-

tion ¢, (ro) 148t sich darstellen als Produktwellenfunktion aus Ortsfunktion ¢,,(r) und



Spinor x;s(o) mit den Quantenzahlen n fiir den Ort und s fiir den Spin.

(b,,(I'O') = ¢ns(r) XS(U) ;o s==x1 5 < Xs ‘ Xs' > = dss (16)
Die oben diskutierten Matrixelemente < ¢,, | ... | ¢,; > konnen faktorisieren in Matrix-
elemente des Ortsraums < ¢pry | ... | dprgr >+ < xo | xs» > und Skalarprodukte im
Spinraum.
Gesamtenergie:

Sammelt man die Einteilchen (10) und Zweiteilchen (13,14) Beitrige der Energie
zusammen und beriicksichtigt die Vereinfachung aufgrund der Vernachléssigung der
n . n

Spin—-Bahn-Wechselwirkung (v; — n's’, v; — n's"), so erhilt man fiir die Gesamtener-

gie im Modell unabhéngiger Elektronen:

E = < 7/]1/1...111\/ | H ‘ le---VN >

2

N 1)
= ZZ<¢n/s/|— %A+U|¢n/51>

s’ n
1 N e?
F5 2D < bwe S | T | Dursr e > (17)
2 s's!” n/n!! | r—r |
1 N 2
Y Z 53'5” Z < ¢n’s’ ¢n”s” | T ‘ anusn ¢n’s’ >
2 s/l n'n" | r—r |

Fiihren wir die Variation (7) durch, so erhalten wir die

Hartree—Fock—Gleichungen:

h2
(— 3 A+v(r)+ Vg(r) — Vx(r | ns)) GOns(T) = €nsns(r) (18)
deren Losung die beste Wellenfunktion ¢,,(r) fiir den Grundzustand liefert. Das Har-
treepotential
Vale) = [ o 5 (guut) P = [0 =S ne) (o)
f B |r_rl| Sl’n’ n’s, B T ‘r_r,‘ n

beschreibt die klassische Coulombwechselwirkung eines Elektrons im Feld aller anderen

Elektronen einschliellich der Wechselwirkung mit sich selbst. Die Einteilchendichte der



Elektronen

> D [ éns(r) [P = np(r) + my(r) (20)

s=td N
und /d37" nT(i) (I‘) = NT(U mit N»T + NJ, = N
ist die Summe der Spindichten n4(y)(r). Das Integral der Spindichte ist gerade die Anzahl

der Elektronen Ny () der jeweiligen Spinrichtung. Im paramagnetischen Fall ist Ny = N,.
Der letzte Term der linken Seite von (18) ist das nichtlokale Austauschpotential.

3,1 e’ D5 (T)Prurs () B (x7) s (1)
Vale|na) = [ ﬁ{z [oulr) } 21

S

n%(r,r')
Variiert man die Austauschenergie nach ¢,(r), so erhilt man das Austauschpoten-
tial proportional zu @7, (r')Pns(r')dns(r). Die Form (21) geht auf die Erweiterung mit
| ¢ns(r) |* zuriick. Um den nichtlokalen Charakter klarer hervorzuheben, haben wir
die nichtlokale ns zustandsabhingige Austauschdichte n%(r,r') eingefiihrt. Diese hat
folgende Eigenschaften:

(a) Fiir r = r’ stimmt sie mit der Spindichte n4(r) iiberein:
n% (r,r') Z | dns(r) |7 = ns(r) (22a)
(b) Sie geniigt der Summenregel.
/ dr'n%(r,r) =1 (22b)

Sie besagt, daf in der Nihe eines herausgegriffenen Elektrons mit Spin s genau ein Elek-

tron mit dem gleichen Spin s fehlt. Das Fehlen dieses Elektrons bei kurzen Abstéinden
bezeichnet man als Austauschloch oder Fermiloch. Eine weitere Diskussion wird zuriickgestellt
bis zum Kapitel: ”Homogenes Elekronengas”.

Damit ist offensichtlich, daf} die Elektronen, die durch die Hartree-Fock-Gleichungen
beschrieben werden, mit Ladungsverteilungen wechselwirken, die abhéngig sind von der
Position und Spin des Elektrons. Wegen des Pauliprinzips sind nur Elektronen gleichen
Spins miteinander korreliert. Obwohl die Hartree—Fock—Gleichungen ein System von

Ein-Elektronen—Gleichungen darstellen, ben6tigt man zur Konstruktion des Potentials



die Losungen zu allen besetzten Zustdnden, also der Lésungen, die wir gerade finden
mochten. Im allgemeinen findet man die Losung iterativ im Rahmen eines Selbstkonsi-
stenzverfahrens: Man rit gute Startlosungen ¢,,;, mit denen man Vg und Vx bestimmt.
Mit diesen Potentialen 16st man die Hartree-Fock—Gleichungen und erhilt verbesserte
Lésungen fiir ¢,,;. Mit den so gewonnenen Lésungen berechnet man neue Potentiale. Die-
sen Zyklus wiederholt man so lange, bis die Eingabewellenfunktion und die Ausgabewel-
lenfunktion iibereinstimmen (selbstkonsistent sind). Dabei stellt das Austauschpotential
eine erhebliche Komplikation dar. Es héngt explizit vom Zustand ns ab, was bedeutet,
daB fiir jedes Elektron eine andere Hartree-Fock—Gleichung gel6st werden muf. Damit
wird selbst beim heutigen Stand moderner Supercomputer das Lisen dieser Gleichungen
fiir reale Systeme zu einem nichttrivialen Unterfangen.

Am Ende sei noch vermerkt, dafl bei Vernachlissigung der Antisymmetrie der Wel-
lenfunktion, das Austauschpotential verschwindet (Vx = 0) und Gleichung (18) wird
zur Hartreegleichung reduziert. Dabei mufl man aber die Selbstwechselwirkung, d. h. die
Coulombwechselwirkung eines herausgegriffenen Elektrons mit seiner eigenen Raumla-
dungswolke noch zusétzlich subtrahieren. Fiir die Hartree-Fock-Gleichung hebt sich
die Selbstwechselwirkung in der Hartree-Energie und der Austauschenergie (n = n’ in

(21)) identisch auf.

5 Homogenes Elektronengas in Hartree—Fock—Naherung

Wie im vorherigen Kapitel besprochen, ist die Losung der Hartree-Fock—Gleichungen
sehr aufwendig. Eine Ausnahme bildet die Anwendung der Hartree-Fock-Gleichungen
auf das homogene Elektronengas (Jellium—Modell). Dem Jellium—Modell liegen folgende

Modellannahmen zugrunde:

(a) Die N, Elektronen im Volumen V' wechselwirken miteinander mittels Coulomb-

wechselwirkung.
(b) Die Ionenladung n;(r) ist homogen verschmiert

ni(r) = = = const



daraus folgt fiir das gitterperiodische Potential:

v(r) = const

(c) Tonen sind einfach positiv geladen. Es gilt Ladungsneutralitét.

N, =N; =N
(d) Es gelten periodische Randbedingungen auf V.

Wegen der drastischen Annahme (b) hat dieses Modell nur einen beschréinkten quan-
titativen Giiltigkeitsbereich fiir reale Metalle. Es sind vorwiegend die einfachen Metalle,
z. B. Na, K, Rb, Cs, Mg, Al, Ag, Au. Dies wird bestétigt durch Abb. 1, die die berech-
nete Bandstruktur (siehe Vortrag Herrn Sturm) von realem Al (durchgezogene Linie)

im Vergleich zum Jellium—Modell (gestrichelte Linie) zeigt.
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Fig. 1: Bandstruktur von Al. Beschreibung siche Text.

Abbildung 1: Bandstruktur von Al. Beschreibung siehe Text.

Auf der anderen Seite fiihrt die homogene Verschmierung (b) zur drastischen Ver-
einfachung der Hartree—Fock—Gleichungen. Wegen der homogenen Verschmierung der

Ionenladung ist kein Punkt r des Ortsraumes ausgezeichnet und damit wird nicht nur



das gitterperiodische Potential v(r) ortsunabhingig, sondern auch das Hartreepoten-
tial V(r) = const, das Austauschkorrelationspotential Vx(r | ns) = Vx(ns) und die

Ladungsdichte n(r) = n. Als Folge der Ladungsneutralitit
n=mn =n bzw. pe = —le|ne = —p = +|e|n
gilt fiir das Hartree-Potential

Va(r) = ¢ [ = - {—62 / e d3r’} = —o(r)  (23)

D. h., das Hartreepotential hebt sich gegen das duflere Potential der Ionen exakt
weg: Vg + v = 0. Damit werden die Hartree-Fock—Gleichungen (18) reduziert auf
den Operator der kinetischen Energie —%A und das Austauschpotential Vx(ns). Das
Austauschpotential ist ortsunabhéngig und die ebenen Wellen ¢y (r), Eigenfunktion zur
kinetischen Energie, sind die exakten Losungen ¢,s(r) der Hartree-Fock—Gleichungen

fiir das homogene Elektronengas.

buslr) = dilr) = % e k(< ke (24)

Die Wellenfunktionen ¢y (r) sind nicht explizit spinabhéngig. Die Bloch (k)-Vektoren
indizieren die diskreten Zusténde. Jeder Zustand ist wegen der Spinentartung zweifach
besetzt. Die erlaubten k—Vektoren erhélt man aus der periodischen Randbedingung:
¢k (r) = ¢i(r + L). Diese ist nur erfiillbar fiir k—Vektoren fiir die e** = e F+1) by,
k-L = 27m mit me Z gilt. Im Grundzustand nehmen die N Elektronen alle Zusténde
(k—Vektoren) innerhalb der sogenannten Fermikugel ein. Der Radius der Fermikugel de-
finiert den Fermiwellenvektor k. Dieser ist festgelegt durch die Anzahl der Elektronen

N. Es gilt ndmlich

Sk 14 Vo dn
N=2 1=2. / Bk=2- TR
; (2m)%  Jkp (2n)3 3 °F

und man erhilt fiir kr in Abhéngigkeit der Elektronendichte n:

ko= (on 5 )" = (32 52)7" = (3e2m) " (25)

IDie Coloumbintegrale (23) sind divergent. Durch Einfiihrung konvergenzerzeugender Faktoren kann

es auch mathematisch exakt formuliert werden. Darauf verzichten wir der Kiirze wegen.
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Abbildung 2: Fermikugel

Da die Integration einfacher zu handhaben ist als die Summation sind wir vom diskreten
k-Raum in den kontinuierlichen k-Raum iibergegangen >y = P 5+ [ d®k. Dabei haben
wir beriicksichtigt, dafl jedem Blochvektor ein Volumenelement Vk = @—CLS zugeordnet
ist (det(Ak - L) = det(Ak) - det(L) = Vi - V = det (27 - I) = (27)?).

Beriicksichtigt man die Indizierung der Zustdnde durch k—Vektoren auch fiir das
Austauschpotential (VX (ns) = Vx (k)) und die Austauschdichte (n’}f(r, r') — nk(r —
r’)), erhilt man fiir die

Hartree—Fock—Gleichungen, angewandt auf das homogene Elektronengas:

<_ P e [~ - r')) () = adi(r)  (260)

mit
K'|[<kp
k ! 1 i(k'—k)(r—r')
nkr-r)== > e (26b)
VT

Wegen der Homogenitéit des Ortsraumes ist die Austauschdichte nur von den Relativ-
abstédnden r —r’ abhiingig. In (26b) wird iiber alle Zustinde parallelen Spins summiert,
deshalb bleibt die zweifache Spinentartung unberiicksichtigt. Substituiert man (26b) in
(26a), liefert die Ortsraumintegration die Fouriertransformierte der Coulombwechsel-

. 2 . . . .
wirkung ~ L , 27 Die Summe wird wieder ersetzt durch ein Integral, dessen
v k' |k—K/| )

Losung elementar aber langwierig ist. Fiir das Eigenwertspektrum erhélt man:



€k — € — GKin(lf)+€X(k)
2 2 1.2
- —k2—e—kF{1+kF i
™

2kkp

In

2m kF—k

kr +k‘} (27)

Da keine Richtung ausgezeichnet ist, ist die Energiedispersion isotrop. Vernachldssigt
man die Coulombwechselwirkung und das Pauliprinzip, so erhélt man fiir das Eigen-
wertspektrum die Energieparabel ¢, ~ k% des wechselwirkungsfreien Elektronengases
mit der Fermienergie ex = % kZ%. Beriicksichtigt man die Austauschwechselwirkung,
so bewirkt das Austauschpotential ex (k) eine drastisch verdnderte Dispersion mit einer

verdnderten Fermienergie.

€ (K}}
ev
10 7

o ,f
’
-104 :
-20]
& t ; t >
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Fig. 3: ¢ fiir Al (kg = 1.75 A7%).

Abbildung 3: ¢ fiir Al (kp = 1.75 rA™1).

€p = — —h—2k2 ék 2
F = €kp 6k:0—2m F+ﬂ_ F (28)



Die Dispersionsrelation (27) beinhaltet eine logarithmische Divergenz von dey/dk fiir
k = kp. Dies fiihrt zu einer Anomalie der Zustandsdichte (Anzahl der zur Anregung
verfiigbaren Elektronen pro Energieinterval und Volumen) an der Fermienergie, die
experimentell nicht bestitigt wurde. Dieses unphysikalische Verhalten wird durch die
langreichweitige 7~! Abhingigkeit der Coulombwechselwirkung verursacht. Korrelati-
onseffekte, auf die wir etwas nidher im Abschnitt Austauschloch eingehen, fithren zur

Abschirmung des ! Verhaltens und korrigieren die Energiedispersion €.

Gesamtenergie

Die homogene Verschmierung der positiven Ionenladung fiihrt ebenfalls zu einer dra-
stischen Vereinfachung der Gesamtenergie. In dieser Ndherung heben sich die Hartree—
Energie, die Coulombenergie der homogen verschmierten Ionenladung und die Wech-
selwirkungsenergie zwischen Elektronen und Ionen exakt auf. Damit wird die Gesam-
tenergie in der Hartree—-Fock—Né&herung fiir das homogene Elektronengas, bestehend
aus dem elektronischen Anteil der Gesamtenergie (17), erweitert um die Energie der
Coulombwechselwirkung der Ionen, reduziert auf den Beitrag der kinetischen Energie
und der Austauschenergie. Ubersetzt man Gl. (17) auf das hier vorliegende System mit

Y2, YN Zt‘ I<kr orhilt man fiir die Gesamtenergie:

E = 2|k§F h—Z K — Lz kgp/d?’rdsr' e nk (r —1') (29)
= 2m 2V 4 lr—r' | ¥
Mit der Definition (26b) fiir die Austauschdichte n% und mit anschlieBender Ortsraum-
integration erhélt man analog zur Bestimmung der Dispersion (27) die Austauschener-
gie % Yk K %. Ersetzt man die k-Summation wieder durch die Integration iiber

die Fermikugel erhdlt man fiir die Gesamtenergie des homogenen Elektronengases in

Hartree-Fock Naherung:
_ _ 3 R, 3¢

2

3R

3 h’2 2\2/3 . 5/3

(37r2)1/3n4/3} (30b)

= N{2'21 - 0'916} [in Rydberg] (30c)

72 rs



3 1\
mit: 7, = (— —) [in Bohr'schen Radien]
4T n

Die Gesamtenergie setzt sich zusammen aus zwei Summanden. Der erste Summand
beschreibt die mittlere kinetische Energie (£xin), der zweite Summand die mittlere Aus-
tauschenergie (£x). Die kinetische Energie ist strikt positiv und fiihrt zur Zunahme der
Gesamtenergie. Diesen Beitrag erhilt man auch fiir das wechselwirkungsfreie Elektro-
nengas. Die Austauschwechselwirkung verringert die Gesamtenergie. Fiir die typischen
Elektronendichten in realen Metallen sind beide Terme von gleicher Bedeutung. Fiir
hohe Dichten n iiberwiegt stets die kinetische Energie. Mit geringer werdender Dichte
nimmt die Bedeutung der Austauschwechselwirkung zu und fiihrt schliefilich zur Bin-
dung. Bei niedriger Dichte diktiert der Austauschterm die Physik. Der Vollstdndigkeit
wegen geben wir die Gesamtenergie auch in der weitverbreiteten Form (30c) an. Der
mittlere Radius pro Elektron, ry, ist ein Ma# fiir die Elektronendichte, und definiert den
Radius einer Kugel, in deren Volumen sich genau ein Elektron befindet (3 r2-n =1).

2

Die Energie erhilt man in Einheiten von Rydberg (1Ry = me*/2h* = e~ = 13.6eV)

und 7, wird in Einheiten von Bohr’schen Radien (lap = A*/me? = 0.529rA) angegeben.

Austauschloch

Um ein besseres Verstdndnis fiir die Absenkung der Energie durch die Austausch-
wechselwirkung zu gewinnen, ist es instruktiv die Austauschdichte n'(r — r') néher
zu betrachten, die fiir das homogene Elektronengas die Form (26b) annimmt. Diese
ist abhiingig von den k—Vektoren. Es ist zweckméfig, eine {iber alle k—Zustinde der

Fermikugel (3>, = N/2) gemittelte, mittlere Austauschdichte nx(r — r') = nx(R)

einzufiihren.
9 |k|<kr .
nx(R) = N Z ny (R)
Kk
2 1 Z i(k'—k)R Vi1 kEZkF kR2
= — = e =2— |= e’ (31)
NV &% N |V =

~ ng (/fFRcos(lc(lzjl)?)—3 Sin(kFR)>2 _ "g (M>2



Die gemittelte Austauschdichte (31) ist isotrop im Ortsraum und damit nx(R) =
fix(R). Die Ladungsdichte, die mit einem willkiirlich herausgegriffenen Hartree-Fock—

Elektron wechselwirkt, ist die Paardichte n(® (R)

n(2)(R):n_ﬁX(R):n.g(R):n[1_ 9 <j1(kFR)> (32)

2 krR

und g(R) bezeichnet die radiale Paarkorrelationsfunktion oder radiale Paarverteilungs-

funktion.

(2)
7N (R)
A
N - 7
Austauschloch

T~ 4
/7-~ (eine Elektron fehit)

> R

Abbildung 4: Austauschloch in der Umgebung eines willkiirlich herausgegriffenen Elek-
trons in Hartree-Fock-Naherung fiir das homogene Elektronengas ohne Spinpolarisati-

on.

Die Paardichte ist graphisch dargestellt in Abb. 4. Die Ostzillationen der radialen
Besselfunktion j; in (32), eine Folge der auf die endliche Fermikugel beschriinkten k—
Zusténde, sind in Abb. 4 graphisch nicht mehr aufzulésen. Wie schon in (22a) geschehen,
werden aufgrund des Pauliprinzips Elektronen, die den gleichen Spinzustand haben wie
ein herausgegriffenes Elektron, aus dessen umgebenden Volumen mit dem mittleren
Radius Rxp =< R >= % ~ rg herausgedringt. Fiir R = 0 sinkt die Elektronendichte

auf n/2 ab. In diesem Raumvolumen befinden sich nur noch Elektronen mit entgegen-



gesetzten Spinzustdnden. Diese sind in der Hartree-Fock—Nidherung nicht miteinander
korreliert, bleiben gleichférmig verteilt und koénnen sich beliebig nahe kommen. Dies
bestitigt das Bild, dafl in der Hartree-Fock Ndherung nur Elektronen gleichen Spins
miteinander korreliert sind. Die Paardichte n® (R) ist auf (N —1)-Elektronen, die mit
dem herausgegriffenen Elektron wechselwirken, normiert. Damit wird aus der Umge-
bung genau ein Elektron herausgedriingt (siehe 22b) und jedes Elektron ist von einem
kurzreichweitigen Austauschloch bzw. Fermiloch umgeben. Das Austauschloch bewegt
sich mit dem Elektron und bildet mit ihm ein Quasiteilchen. Die Coulombwechselwir-
kung zwischen den Elektronen ist abstoflend. Aufgrund des Austauschloches wird die
Coulombwechselwirkung verringert und die Gesamtenergie abgesenkt. Die Coulomb-
energie im Austauschloch ist gerade

Exp = 62n/d3r & = — g e2kF/ dz 71(z) = _2Z kg
T T 0 T 4 7

Der Energiegewinn, verkniipft mit dem Austauschloch, ist also gerade die Austausch-
energie Ex = N - €.

Die Behauptung, daf§ Elektronen ungleicher Spinzusténde nicht miteinander kor-
reliert sind und sich beliebig nahe kommen kénnen, ist schon im Rahmen der klassi-
schen Elektrodynamik recht unglaubwiirdig. Betrachteten wir das Jellium, greifen ein
Elektron heraus, das wir uns ndher ansehen, und betrachten seine Wirkung auf al-
le anderen Elektronen. Wenn wir die Tatsache vernachlissigen, daf§ unser Jellium ein
Quantensystem ist, dann werden sich unter den klassischen, elektrostatischen Kriften
alle anderen Elektronen wegbewegen, so lange bis sich eine gleiche, aber positive Un-
tergrundladung, verursacht durch die Ionen, herausgebildet hat, so daf die elektrischen
Felder in groferen Entfernungen verschwinden. Anders ausgedriickt, die Elektronen wer-
den ihre Bewegung so korrelieren, dafl die elektrischen Felder abgeschirmt werden. Das
Elektron wird also von einem Loch, einem Korrelationsloch positiver Ladung umgeben
sein. Beim Ubergang zum Quantensystem wird sich diese Situation nicht allzu drastisch
andern. Die Grenze zwischen Korrelationsloch und dem Rest des Systems wird diffuser
sein, aber in einem Korrelationsloch mit dem mittleren Radius R¢y, wird gerade soviel

positive Ladung enthalten sein, um die elektronische Ladung abzuschirmen.



Abbildung 5: Paarkorrelationsfunktion ¢g(R) des homogenen Elektronengases unter
Beriicksichtigung von Austausch und Korrelation in der Naherung nach Utsumi und

Ichimaru [1] fiir Parameter 7, = 0.1,1,5,10 und 15ap.

Abb. 5 zeigt die radiale Paarkorrelationsfunktion g(R) fiir Austausch und Korre-
lation fiir verschiedene Werte r,. Offensichtlich dominiert bei hohen Dichten (ry < 1)
die Austauschwechselwirkung. Fiir Elektronendichten, so wie man sie im Festkorper
findet (1.8 < r,/ap < 5.6), ist R, ~ Rxp und die Elektronen kommen einfach nicht
mehr nahe genug, dal die Austauschwechselwirkung die Elektron—Elektron Wechsel-
wirkung dominiert. An dieser Stelle wird eine weitere Diskussion der Korrelationsef-
fekte abgebrochen. Man sollte sich aber merken, daf§ in der Hartree-Fock-Niherung
Korrelationseffekte aufgrund der Abschirmung vernachlissigt werden und deshalb die

Austauschwechselwirkung iiberschétzt wird.



6 Spinpolarisiertes homogenes Elektronengas in Hartree—
Fock—Niherung

Die Austauschwechselwirkung, die Elektronen gleichen Spins miteinander korreliert,
verringert die Gesamtenergie. In diesem Abschnitt wird die Frage verfolgt, ob durch
zusitzliche Parallelstellung der Spins weitere Austauschenergie gewonnen werden kann,
bis hin zu dem Extremum des ferromagnetischen Grundzustandes, d. h. dem vollstindig
polarisierten homogenen Elektronengas. Betrachtet man das homogene Elektronen-
gas unter einem dufBeren Magnetfeld B # 0, so wird eine Magnetisierung(sdichte)
m = % = (—/LB)%‘_,—NJL mit pup = JZE% induziert, und die Anzahl der Elektronen der bei-
den Spinrichtungen N; und N sind verschieden grof, bzw. Ny # N,. Ny(,) bezeichnet
die Anzahl der Elektronen mit (anti)parallelem Spin zum Feld B mit (ms = +(-) %) .
N

N++N .
v = % aus Griinden der

Beim homogenen Elektronengas bleibt die Dichte n =
Ladungsneutralitit fest und die Gesamtenergie reduziert sich wie im paramagneti-
schen Fall auf die kinetische Energie und die Austauschenergie, jedoch erweitert um
die Energie des externen Magnetfeldes up-< 1 | SN 0,B | ¥ >. Diese fiihrt in
der Hartree-Fock-Gleichung fiir das spinpolarisierte homogene Elektronengas zu dem
zusitzlichen Beitrag pgo,B, positiv fiir T-Elektronen, negativ fiir |-Elektronen. Im
Ortsraum ist er konstant. Damit bleibt die ebene Welle (24) auch fiir den spinpola-
risierten Fall Eigenfunktion zum Zustand k. Im Grundzustand nehmen die N Elek-
tronen alle k-Zustidnde innerhalb der Fermikugel ein. Im Gegensatz zum paramagne-
tischen Fall fiihrt die Abweichung in der Besetzung der beiden Spinrichtungen zu
zwei Fermikugeln mit zwei unterschiedlichen Kugelradien k} = (67r2NT/V)1/3 und
kh = (67r2N 1/ V)1/3, illustriert in Abb. 6. Bei der Ableitung der Gesamtenergie aus
Gl. (17) muB, im Gegensatz zum unmagnetischen Fall (Es > — 2 Eﬁ{ I<kr 9 steht fiir
die Spinentartung), die Spinabhingigkeit der Fermikugel explizit beriicksichtigt werden

.4
(Zs Yo P sty EE‘ I<kr ) Dies fiihrt zu einer spinabhéngigen Austauschdichte

1 k[<kl:*

n?*(r—r’) _ V Z iK' —K)(r—r') (33)
Kk
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Abbildung 6: Schematische Darstellung der Anderung der Fermikugeln beim Ubergang

vom paramagnetischen zum spinpolarisierten homogenen Elektronengas.

und einer spinabhingigen Energiedispersion

B2 e? k' —k . kS +k
o — k2 k9{1+ L In|-£ 7° ugB 34
“=om " T F{ Ty nkg—k}+ M (34)

mit

7° = f (35)

Fiir die Gesamtenergie des spinpolarisierten homogenen Elektronengases erhalten

wir in Analogie zum unpolarisierten Fall (30a):

3 B 3 €? 3 n? 3 €2

E=Ny{- —kl? = 5 — kb t+N, {= — ki — > — kj B(N;—N,) (36

T{52mF 17 Fe N5 g FE = g o b p T reB(Ni= N, (36)
mit

N. 13 1/3

ke = (6%2 %) = (677 nm))/ (37)

Es ist eleganter, die Gesamtenergie als Funktion des Polarisationsgrades P zu diskutie-
ren.

N, — N; N

P = 0 entspricht dem unmagnetischen Zustand Ny = N;, wihrend P = £1 der
Sattigungsmagnetisierung M = +Npup entspricht. Die Gesamtenergie ergibt umge-

formt:



Abbildung 7: Schematische Darstellung der spinabhingigen Energiedispersion eg’i (siehe
auch Abb. 3). Im Grundzustand (7 = 0) sind alle Elektronen unterhalb der Fermienergie
er besetzt. Offensichtlich ist N| > N;. Deshalb nennt man auch die |-Elektronen die

Majorititselektronen und die 1—Elektronen die Minorititselektronen.

3 K 1
E(P :N——Q{— 1+ P)*3 4+ (1= P)5/3
(P) = 9m kg 5 [( + P)°* + ( ) ]
5 (39)
—a - [(1+P)+ (1 - P)¥ } — up BNP
mit
2 ¢ 2kp 2 2m 1 2 \?3 r,
o= — _SX = € L 2m = ¢ TZ — = (—) T— 2 0 (40)
5 EKin 2r k% wh* kp 32 ap

Fir P = 0 ist Gl (39) identisch mit dem Ergebnis (30) des unpolarisierten Elek-
tronengases. kp ist der Fermi—Wellenvektor (25) des unmagnetischen Elektronenga-
ses (N = N, = N/2). Der erste Summand der geschweiften Klammer beschreibt die
Abhéngigkeit der kinetischen Energie vom Grad der Polarisation. Dieses Ergebnis ist
gleich dem freien, nicht wechselwirkenden Elektronengas. Durch die Beriicksichtigung
der Coulombwechselwirkung und dem Pauliprinzip erhalten wir zuséitzlich die Aus-
tauschenergie, welche negativ ist und deren Abhéngigkeit vom Grad der Polarisation
durch den zweiten Summanden der geschweiften Klammer in (39) beschrieben wird.
Realistische externe Magnetfelder B sind stets klein, gemessen an den iibrigen Ener-

giebeitrigen. Deshalb erwarten wir auch eine kleine Polarisation P(B), so daf sich fiir



die weitere Diskussion von E(P) (39) eine Reihenentwicklung anbietet. Entwickelt man
E(P) bis zum quadratischen Beitrag in P erhilt man:
E(P)%Ng%kfw{[1+8P2]—ag[lJrgPQ]}—uBBNP (41)
Diese Gleichung** zeigt, dafl durch zusitzliche Parallelstellung von Elektronenspins
die kinetische Energie stets zunimmt. Denn 1-Elektronen, die im paramagnetischen
Zustand die k,Zustinde kl, < |k| < kg einnehmen, werden nach Parallelstellung
der Spins Majoritats—|-Elektronen, die aufgrund des Pauli’schen Doppelbesetzungs-
verbotes die bisher unbesetzten k,-Zustinde kp < |k| < kf einnehmen. Dies erhoht
die kinetische Energie. Im Extremfall der vollstindigen Spinpolarisation wichst kp auf
kt. = 213k und die kinetische Energie um den Faktor 22/3. Damit wird klar, da$ durch
Aufthebung der zweifachen Spinentartung der Energieniveaus die kinetische Energie dem
Auftreten des Magnetismus im Festkorper entgegenwirkt. Die Austauschenergie verrin-
gert die Gesamtenergie durch Parallelstellung der Elektronenspins. Die Stidrke héngt ab
vom dimensionslosen positiven Parameter o ~ (%)1/ 3 ~ r,. Man erwartet, daf$ fiir Elek-
tronendichten n (rs), kleiner (grofler) als die kritische Dichte n, (r5.), n < ne (rs > rs),
die durch Parallelstellung der Spins gewonnene Austauschenergie grofi genug wird, um
die durch die Parallelstellung erhthte kinetische Energie auszugleichen. In diesem Fall
tritt der spontane Ubergang zum ferromagnetischen Zustand ein.
In Gln. (36) bzw. (39) sind N = N;+ N, bekannt, aber N;(B) und N (B) bzw. P(B)
als Funktion des Feldes B noch unbekannt. Im Gleichgewicht wird sich die Grundzu-
standspolarisation P,(T = 0) einstellen, fiir die F(P,) minimal wird. Diese Polarisation

P, definiert auch die Fermienergie ex(B), fiir die gelten muf:
2
By=¢ =" g iy upB=¢ =" k2" kbl _upB (42
€r(B) = ¢ mFﬁF"‘MB € _ el e (42)

Wendet man die Bedingung 42 = 0, die aus der Forderung minp E(P) folgt, auf (41) an,
so erhilt man in der Ndherung kleiner Polarisationen fiir den Zusammenhang zwischen

der Grundzustandspolarisation P, und dem Magnetfeld B:

3 1 o h?
et B . ér= — K (43)

P, =
2m

2 ¢p -«

**Die Aussage wird durch zusétzliche Glieder der Reihenentwicklung nicht revidiert, da fiir die

kinetische — und die Austauschenergie nur die positiven Terme ~ (P?)", n > 0 iiberleben.



N,—N, N 0’E
m = (_#B)% = VHBPOZXB oder x = — MVB (832> (44)
P=P,

kénnen wir die Suszeptibilitéit

2
= g % gj 1ia = XPauli 1% (45)
berechnen. X pgu; ist die Pauli-Spinsuszeptibilitit freier, nicht wechselwirkender Elek-
tronen. €p ist die Fermienergie freier Elektronen. In der Hartree-Fock—Naherung fiihrt
die gegenseitige Coulombwechselwirkung der Elektronen, in Verbindung mit dem Pau-
liprinzip, durch die daraus resultierende Austauschwechselwirkung zu einer Erhéhung
der Suszeptibilitdt um den Faktor S = ﬁ (vergleiche mit Stonerfaktor, sieche Vortrag
R. Zeller). Falls « — 1~ bzw. r;/ap — (%)% = 6 strebt, divergiert die Suszeptibilitit
x und damit die Magnetisierung m. Das bedeutet, es gibt eine magnetische Instabi-
litdt des homogenen, unpolarisierten Elektronengases fiir « > 1 bzw. r;/ap > 6. Zur
genaueren Analyse der spontanen Magnetisierung betrachten wir fiir den feldfreien Fall

B = 0 die Differenz der Gesamtenergie (39) AE(P) = E(P) — E(P=0).

AE(P) = Nékin {% [(1+ P+ (1= Py —2] — Z a[(L+ Py 4 (1 P)" - 2]}
(46)



) = S-Nemn(x - a) P?

fiir kleine P

:kl) = Néxin ((2218 — 1)

5

5@ (22 -1)

Abbildung 8: Die Energiedifferenz AE(P) = E(P)— E(0) als Funktion der Polarisation

fiir verschiedene Werte von « fiir B = 0.

In Abb. 8 ist der Verlauf von AE(P) als Funktion der Polarisation P fiir verschie-
dene Werte von « aufgetragen. Fiir eine kleine Polarisation P ist AE(P) ~ (1 — a) P2
Damit folgt 327]?” p—o ~ 1 — a und der unmagnetische Zustand P = 0 ist lokal sta-
bil (%%[p-o > 0) fiir a < 1. Er ist lokal instabil ($%(p—o < 0) fiir & > 1. In
diesem Fall {iberwiegt der Betrag der negativen Austauschenergie den der positiven
kinetischen Energie fiir alle Werte der Polarisation, | P | < 1. Die Energie wird mini-
mal fiir die vollstindige Polarisierung des Jelliums, P = +1. Der kritische Wert «,
fiir den die Austauschdichte die kinetische Energie kompensiert (AE(P =+1) = (])
tritt allerdings schon friiher auf. In der hier verwendeten Hartree-Fock—Né&herung ist
o, = 2(2'/% + 1) = 0.905 und fiir alle a~Werte mit o > . bzw. fiir alle Dichten
rsfap > 2 (213 +1)(2)?* d. h. ry/ap > 5.45 tritt eine spontane, vollstéindige Ma-
gnetisierung des Jelliums ein. Dies zeigt, dafl die Austauschwechselwirkung die Ursache
des Magnetismus ist. Wird die durch die Parallelstellung der Spins gewonnene Aus-
tauschenergie £x grofl genug, so ist der Grundzustand ferromagnetisch. Darauf, dafl
in der Hartree-Fock-Theorie, einzig durch die gegenseitige Coulombwechselwirkung,

Ferromagnetismus auftreten kann, hat vor langer Zeit zum ersten Mal Felix Bloch [2]



hingewiesen. Experimentelle Elektronendichten fiir Valenzelektronen realer Metalle lie-
gen zwischen 1.8 < r;/ap < 5.6. Damit miifiten nach den hier vorliegenden Ergebnissen
alle Metalle mit der Ausnahme von Cs unmagnetisch sein. Dies ist natiirlich nicht rich-
tig. Vielmehr ist es so, dafl Fe, Co und Ni magnetisch sind, aber Cs unmagnetisch.
Wie wir schon gesehen haben, wurden in der hier vorgestellten Theorie Korrelationsef-
fekte durch die Abschirmung der Coulombwechselwirkung vollkommen vernachlissigt.
Dies ist nur dann sinnvoll, wenn das Korrelationsloch R¢j viel grofler ist als das Aus-
tauschloch Rxp, Rcn >> Rxp, also im Regime hoher Dichten. Fiir den Fall der hier
vorliegenden Dichten ist die Abschirmung mindestens von gleicher Bedeutung wie das
Pauliprinzip. Die Vernachlissigung fiihrt zu einer Uberschitzung der Austauschwech-
selwirkung und jede Verbesserung der Hartree-Fock—Theorie fiihrt zu einer drastischen
Veréinderung der Vorhersagen. Tatsichlich hat die Vorhersage des Phaseniiberganges
eine lange Tradition [1]. Die quantitativ besten Ergebnisse fiir den Phaseniibergang
stammen aus Green’s—Funktions—Rechnungen von Ceperley and Alder [3]. Er wird bei
rs/ap = 79 + 1 gefunden. Bei geringfiigig geringeren Dichten r;/ap = 84 + 4 tritt ein
weiterer Phaseniibergang zum Wigner Kristall [4] auf, dessen Beschreibung innerhalb
dem Modell unabhiéngiger Elektronen nicht moglich ist.

In dem hier vorgestellten Modell des homogenen Elektronengases sind wir in der La-
ge qualitativ den itineranten Magnetismus zu verstehen, aber quantitativ iiberschétzen
wir den Magnetismus um eine Gréfenordnung in 7. Als Modell zur quantitativen Be-
schreibung des Magnetismus realer itineranter Systeme ist es hoffnungslos iiberfordert,
weil jede Beriicksichtigung von Bandstruktureffekten (siehe Vortrige: Bandmagnetis-

mus I und II von Herrn Zeller und Herrn Bliigel) fehlt.
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