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1 Einleitung

Flie3t ein elektrischer Strom durch einen diinnen Leiter kann normalerweise kein Span-
nungsabfall normal zur Stromrichtung gemessen werden. Im Jahre 1879 entdeckte ein
junger Doktorand namens Edwin H. Hall an der John Hopkins Universitdt in Maryland,
dass es in einem diinnen, stromdurchflossenen Leiter, der sich in einem Magnetfeld be-
findet, zu einer Trennung der Ladungstriger kommt. In Metallen werden die Elektronen
durch die Lorentzkraft in Richtung einer Seite des Leiters beschleunigt. Dort kommt es
zu einer Anreicherung von Elektronen und auf der gegeniiberliegenden Seite zu einer Ver-
armung. Der resultierende Unterschied im elektrischen Potential wird als Hall-Spannung
bezeichnet und ist experimentell zugénglich. Dies ist der nach Hall benannte Hall-Effekt,
den man heute auch den klassischen Hall-Effekt nennt. In der noch zu besprechenden
Drude-Theorie werden wir sehen, dass der Hall-Widerstand oy proportional zur Stéirke
des Magnetfeldes B, dem Vorzeichen der Ladungstriger e und umgekehrt proportional
zur Ladungstrégerkonzentration n ist:

1
0w~ —B mit e==+l1. (1)
ne

Hall fiihrte seine Experimente bei Raumtemperatur und geringen magnetischen Feldstdrken
durch. Aus den Messwerten lassen sich die Beweglichkeit, die Driftgeschwindigkeit und
die Ladungstriagerdichte in dem Material bestimmen, so dass Versuche zum Hall-Effekt
zu den Standardverfahren in Laboratorien in der ganzen Welt gehoren.

Bei solchen Messungen zur Untersuchung des Leitungsmechanismus in Metall-Oxid-Silizium-
Feldeffekttransistoren (Silizium-MOSFET) bei tiefen Temperaturen (1.5 K=—271.65°C)
und unter dem Einfluss starker Magnetfelder (18 Tesla), durchgefiihrt im Magnetfeldla-
boratorium in Grenoble, wurde 1980 der Quanten-Hall-Effekt [1] entdeckt. Der Quanten-
Hall-Effekt gehort zu den grofiten Entdeckungen der 80-er Jahre. 1985 erhielt Klaus von
Klitzing dafiir den Nobelpreis fiir Physik.

Beim Quanten-Hall-Effekt ist die Probe sehr diinn. Im Idealfall erméglicht sie den
Ladungstrigern Bewegung nur in einer Ebene. Wir sprechen von Elektronen im zweidi-

mensionalen Elektronengas. Das Wort “zweidimensional” bedeutet in diesem Fall, dass
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die Dicke des Elektronengases kleiner als die de Broglie—-Wellenléinge ist' Aufilerdem haben
die Ladungstriger eine sehr hohe Mobilitét, (1 ~ 40.000 cm?/Vs Nullfeld-Mobilitét fiir
MOSFET und gréfier als g = 100.000 cm?/Vs fiir Al,Ga;_,As Heterostrukturen). Misst
man unter diesen experimentellen Bedingungen die Hall-Spannung Uy (siehe Abb. 1), so
zeigt diese nicht, wie klassisch zu erwarten gewesen wire, einen monoton fallenden Ver-
lauf als Funktion der Gatespannung Uy, (d.h. der Ladungstragerkonzentration n), oder
einen linearen Verlauf als Funktion des Magnetfeldes B (siehe Abb. 3), sondern es tre-
ten ausgepragte Spriinge und Plateaus auf. Die Analyse der Messdaten ergab, dass die
Hohe der Plateaus, ausgedriickt als Leitfahigkeit, sich immer als das ganzzahlige Vielfache
der selben Zahl, €2 /h, herausstellen. Der entscheidende Punkt beim Quantum-Hall-Effekt
ist — und das ist wirklich das Unerwartete und Uberraschende —, dass die Plateaus die-
ser Spriinge mit einer extrem geringen Unsicherheit von ~ 1078 immer das Vielfache
von €2 /h sind. Man kann in diesem Falle tatséichlich von Quantenspriingen sprechen. Die
Langsspannung entlang der Probe ihrerseits zeigt ein markantes oszillatorisches Verhalten

(Shubnikov-de-Haas-Effekt), mit Oszillationsamplituden, die viel gréBer sind als fiir drei-

!Die “Dicke” liegt etwa in der Grofienordnung von 5-10 nm. Das Eigenwertspektrum als Funktion
des dreidimensionalen Bloch-Vektors spaltet auf in einen zweidimensionalen Bloch-Vektors und in ein
diskretes Eigenwertspektrum entsprechend dem Freiheitsgrad normal zur Ebene des zweidimensionalen
Elektronengases. Die Energieaufspaltung zwischen den einzelnen Subbinder kann ~ 100 meV betragen
und im Allgemeinen ist nur das unterste Subband besetzt.
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Abbildung 2: Linke Figur: Hall-Widerstand p,, als Funktion von B bei unterschiedlichen Temperaturen.
Das eingefiigte Bild zeigt als Funktion der Temperatur das Verhéltnis der Breite des p;y = % Plateaus
gegeniiber seiner maximal moglichen Breite. Rechte Figur: Magnetwiderstand p,, als Funktion von B bei

unterschiedichen Temperaturen. Die korrespondierenden Landau-Niveaus sind bezeichnet mit 11, 1~, 2
... (Ref. [2]).

dimensionale Proben. Die Plateaus in der Hall-Spannung fallen dabei mit ausgedehnten
Minima bei der Léngsspannung zusammen. Bei geniigend tiefer Temperatur werden die
Minima in der Langsspannung unmessbar klein, und zumindest beim absoluten Nullpunkt
der Temperatur, ist als Folge der Stromtransport durch die Probe verlustfrei. Zwischen

den Stufen wird die Lingsspannung endlich.

Kurz nach der Veroffentlichung der MOSFET Daten wurde der Quanten-Hall-Effekt auch
an III-V-Halbleiter-Heterostrukturen beobachtet. Ein Beispiel dafiir sind die Messungen
von Briggs et al. [2] an InP/In,Ga;_,As und von Jeckelmann et al. [3] an GaAs/Al,Ga;_,As
Heterostrukturen. Auch in diesen Systemen ist bei tiefen Temperaturen ein zweidimen-
sionales Elektronengas realisiert. Im Gegensatz zum MOSFET lédsst sich hier die Dichte
dieses Elektronengases nicht variieren. Briggs et al. beobachteten die Plateaus im Hall-
Widerstand als Funktion des angelegten Magnetfeldes. Wie aus Abb. 2 ersichtlich ist,
werden die Plateaus breiter, und die Ubergénge zwischen zwei Plateaus schirfer, wenn
die Temperatur erniedrigt wird. Ein besonders prézis aufgelostes Hall-Experiment ist in
Abb. 3 gezeigt. Diese Beobachtung legt es nahe, dass es sich beim Quanten-Hall-Effekt um
eine Grundzustandseigenschaft des Systems handelt und in der folgenden theoretischen
Diskussion werden wir uns immer auf Grundzustandseigenschaften beschrinken. Zusam-

menfassend kann man sagen, dass beim Quantum-Hall-Effekt der Widerstandstensor g;;
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Abbildung 3: Hall-Charakteristik einer GaAs/AlGaAs Heterostruktur bei einer Temperatur von 10 mK
und einem Messstrom von 1 pA. Das eingefiigte Bild zeigt eine schematische Darstellung des zweidi-
mensionalen Elektronengases (2 DEG). Ein Strom I wird in die Probe eingespeist; die Hall-Spannung
Vi und die Lingsspannung V,, weden gleichzeitig gemessen. Der Hall-Widerstand (blau, linke Skala)
is definiert als Ry = Vg /I und der Lingswiderstand (rot, rechte Skala) als R;, = V,/I. Bildquelle:
http://www.ofmet.ch

bzw. der Leitfahigkeitstensor o;; die Form

Qij:(iz/((:ze"’) _h/(()n82)> o "”’Z(neg/h _n§2/h) ¥

hat.

Um den Quantum-Hall-Effekt zu wiirdigen, muss man sich nochmals vor Augen fiihren,
dass die Leitfahigkeit bzw. der spezifische Widerstand eine materialabhédngige Grofle ist,
die zudem noch von der Temperatur, dem Magnetfeld, der Frequenz und anderen variablen
Bedingungen des Materials oder der Messung abhingt. All diese Materialparameter, De-
fekte, und Streuprozesse produzieren genug Unsicherheit, dass die meisten experimentel-
len Ergebnisse mit einem Fehlerbalken von plus/minus einigen Prozent angegeben werden.
Z.B. ist die Leitfihigkeit eines ballistischen Leiters quantisiert in Einheiten von e?/h. Dies
ist natiirlich nur wahr, so lange man sich nicht um Abweichungen von ein paar Prozent
kiimmert, denn reale Leiter sind in Wirklichkeit nicht prézise ballistisch. Im Hall-Zustand
gilt diese Quantisierung fiir eine reale Probe aber mit extremer Genauigkeit. Diese extreme
Prézision resultiert aus der nahezu vollstdndigen Unterdriickung der Dissipation entlang
der Léngsspannung. D.h. im Hall-Regime sind Elektronenstreuung mit Impulsrelaxation
unterdriickt und die Probe wird zu einem wahrhaft idealen ballistischen Leiter von un-

glaublicher Qualitdt. Im Hall-Regime wurden fiir Elektronen mittlere freie Wegldngen von



einigen Millimetern gemessen. Diese unvorstellbar langen mittleren freien Wegléngen sind
nicht die Folge der ungewohnlichen Reinheit der Proben, sondern offensichtlich dndern
unter diesen extremen Bedingungen die Gesetze der Quantenmechanik die Eigenschaften
der Elektronen und respektive die Eigenschaften des Hall-Effekts entscheidend.

h/e? nennt man das Widerstandsquantum. Es wird auch als die von Klitzing-Konstante
Ry, Rk = 25812.807 €2, bezeichnet. Sie ist demnach eine universelle Naturkonstante ge-
nauso wie h, das Planksche Wirkungsquantum, und e, die Ladung des Elektrons, d.h. eine
rdumlich und zeitlich unverénderliche Groéfle. Der Hall-Widerstand Ry ist, wie oben schon
gesagt, derzeit mit einer relativen Unsicherheit von 10~ bestimmt und es gilt

1h

Ry ==, (3)
wobei n eine ganze Zahl ist. Wie wir noch sehen werden ist n gerade der Fiillfaktor der
Landau-Niveaus. Mit der von Klitzing-Konstanten hat man seither eine universelle Be-
zugsgrofe fiir die Messung von Widerstdnden, die iiberall auf der Welt gleich ist. Damit
wurde es erstmals moglich, die Einheit €2 des elektrischen Widerstandes mit hoher, je-
derzeit reproduzierbarer Genauigkeit an einem Halbleiter zu messen, viel exakter als dies
bisher durch den Draht-Normalwiderstand der Eichdmter gelang. Seit dem 1. Januar 1990
wird der Quanten-Hall-Effekt in den meisten Staaten als priméres Widerstandsnormal ein-
gesetzt. Die genaue Bestimmung der Plateauwerte, sprich h/e?, erlaubt aber auch eine
sehr genaue Bestimmung der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstante o = e?/kic, da die

Lichtgeschwindigkeit ¢ mittlerweile durch internationale Vereinbarungen festgelegt wurde.

Von Klitzing hatte in seinen Experimenten immer nur ganzzahlige Bruchteile der nach ihm
benannten Konstanten beobachtet, also %e% mit n = 1,2, 3..... Zwei Jahre spéter entdeck-
ten Daniel Tsui, Horst Stormer und Arthur Gossard von den Bell Labs zur Verwirrung
aller Theoretiker, dass bei noch tieferen Temperaturen (0.1 K) und noch starkeren Ma-
gnetfeldern (28 Tesla), noch besseren Halbleitersystemen, die eine noch héhere Mobilitét
der Elektronen in zwei Dimensionen erlauben, gebrochenzahlige Vielfache (Quantenzah-
len) von e?/h auftreten. Hierbei kénnen fiir den Hall-Widerstand, gegeben durch 1 Ry, fiir
3, 2,3, 2 usw. auftreten. Deshalb nennt man heute den von
Klitzing gefundenen Quanten-Hall-Effekt den ganzzahligen Quanten-Hall-Effekt und den

spiter gefundenen, den fraktionalen oder fraktionierten Quanten-Hall-Effekt. Innerhalb

n zum Beispiel Werte wie n =

nur eines Jahres nach der Entdeckung stellte Robert B. Laughlin, der auch schon ei-
ne wichtige Arbeit zum Verstindniss des ganzzahligen Quanten-Hall-Effekts beigetragen
hatte, die experimentellen Beobachtungen auf ein theoretisches Fundament. Nach sei-
ner Theorie des damals anormal genannten Quanten-Hall-Effektes kondensiert das zwei-
dimensionale Elektronengas durch die Coulombwechselwirkung untereinander zu einer
neuartigen Quantenfliissigkeit, deren Anregung Quasiteilchen bestehend aus Elektronen

und zwei oder drei magnetischen Fluquanten, sogenannte “composite” Fermionen, sind.
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Abbildung 4: Der fraktionale Quanten-Hall-Effekt: Magnetfeldabhéngigkeit des longitudinalen, dissi-
pativen Widerstandes R, und des Hall-Widerstand Ry eines zweidimensionalen Elektronengases hoher
Mobilitét (u ~ 1.3 x 10 cm?/Vs) realisiert in einer GaAs/AlGaAs-Heterostruktur bei tiefen Tempe-
raturen. Die gestrichelte Linie zeigt den Verlauf des klassischen Hall-Widerstandes, die durchgezogene
Linie die experimentellen Ergebnisse. Mit Pfeilen ist angegeben, bei welchen magnetischen Feldstirken
eine Stufe auftrat. Im linken Teil der Graphik sind bei den schwicheren Magnetfeldern die Stufen zu
erkennen, die von Klitzing entdeckt hat und die sich mit einem ganzzahligen Fiillfaktor berechnen lassen.
Bei extremen Feldstirken treten die Stufen mit gebrochenzahligen Fiillfaktoren besonders stark hervor,
beispielsweise fiir n = 1/3, die erste zusitzliche Stufe, die Stérmer und Tsui entdeckt haben. Bildquelle:
Ref. [5].

Diese konnen selbst wieder zu einer Fliissigkeit kondensieren. Ein faszinierendes neues
Arbeitsgebiet im Bereich der Vielteilchenphysik in Festkorpern war er6ffnet. 1998 wur-
den die Arbeiten von Stérmer, Tsui und Laughlin zur experimentellen und theoretischen
Untersuchung des fraktionale Hall-Effektes mit dem Nobelpreis geehrt. Der fraktionalen
Quanten-Hall-Effekt geht aber iiber diese Vorlesung hinaus und wir werden ihn nicht
diskutieren.

Die experimentellen Ergebnisse verlangen nach einer Erklarung der folgenden Fragen:

1. Warum gibt es Anomalien (Plateaus) im Hall-Widerstand mit Ry = 2 47

2. Warum fliefit der Strom unter diesen Umsténden ohne Dissipation?

3. Warum gilt Ry = %e% mit so grofler Prizession mit ganzzahliger (n = 1,2,3...)
und rationaler Quantisierung (n =1/3, 2/3,4/3...1/5, 2/5)?

Diese Fragen sollen in den folgenden Abschnitten diskutiert werden. Zunéchst rekapi-

tulieren wir den klassischen Hall-Effekt. Dann besprechen wir die Theorie des freien Elek-



tronengases im Magnetfeld, die uns zu den Landau-Niveaus fiihrt. Anschlielend wird eine
Symmetrieeigenschaft des Systems (Eichinvarianz) dazu benutzt werden, um die Resultate
zu verallgemeinern. Wir beginnen mit einer kurzen Erliuterung, wie das zweidimensionale
Elektronengas realisiert wird.

Vorweg erscheint ein Wort der Warnung angebracht. Nach meinem Stand der Kennt-
nis existiert zur Zeit noch keine quantitative Theorie der Transportvorgénge im starken
Magnetfeld, die auch den Lokalisierungsmechanismus erfasst. Daher konnen auch keine
theoretischen Voraussagen iiber den Verlauf des Ohmschen und Hall-Widerstandes als
Funktion der Ladungstrigerkonzentration, des Magnetfeldes, der Temperatur und der

Materialparameter gemacht werden.

2 Realisierung des zweidimensionalen Elektronenga-

Ses

Zweidimensionale Elektronengase treten nicht natiirlich auf, sondern sind eine Folge grof}-
artiger technologischer Entwicklungen. Die industrielle Entwicklung von MOSFETS fiihrte
zur ersten Realisierung von quasi-zweidimensionalen Elektronenschichten an der Grenz-
flaiche zwischen Silizium und Siliziumoxid. Solche zweidimensionalen Systeme wurden bei
der Untersuchung von von Klitzing benutzt. Allerdings begrenzen die in der Oxidschicht
gefangenen Verunreinigungen sowie Unregelmifigkeiten in der Grenzschicht die Mobi-
litdt des Elektronengases. Wesentliche Voraussetzung fiir die Entdeckung des fraktionalen
Quanten-Hall-Effekts war die Entwicklung der Halbleitertechnologie, insbesondere der
Epitaxie, die es ermoglichte, an der Grenzfliche zwischen zwei Halbleitermaterialien zwei-
dimensionalen Elektronensysteme mit sehr hoher Beweglichkeit zu realisieren. Der Effekt
war zundchst nur an diesen hochwertigen Halbleiterschichtsystemen auf der Basis von
GaAs und Al,Ga; ,As, einer Legierung, in der ein gewisser Anteil der Ga-Atome durch
Al-Atome ersetzt wird, zu beobachten.

Die Realisierung eines zweidimensionalen Elektronengases ist in Abb. 5 dargestellt.
Das Schema eines MOSFET ist in Abb. 5a illustriert. Auf dem p-dotierten Si-Substrat
wird eine ca. 500 nm dicke Oxidschicht aufgetragen, um das Al-Gitter vom Halbleiter zu
isolieren. Die Kontaktregion Source (S) und Drain (D) sind stark dotiert (n+), um einen
Ohmschen Kontakt zwischen der Metallisation und dem Elektronengas zu erméglichen.
Die Bildung des Elektronengases ist im Bandschema in Abb. 5a dargestellt. Das Al-Gitter
wird auf ein Potential +V, gelegt. Das Gitter erzeugt damit ein elektrisches Feld, welches
die Elekronen gegen die Grenzfliche zwischen Si und SiO, zieht. Zusétzlich bewirkt das
Feld eine Kriimmung des Valenz- und Leitungsbandes. Falls der Halbleiter p-dotiert ist,
besetzen einige Elektronen des Valenzbandes die Zustdnde der Akzeptoren und hinter-

lassen Locher im Valenzband. Die an die Grenzschicht verschobenen Elektronen fiillen
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Abbildung 5: Realisierung eines zweidimensionalen Elektronengases. Bildquelle: http://www.ofmet.ch

GaAs

zuerst diese Locher. Ist die Gitterspannung jedoch geniigend grof3, so befindet sich ein
Teil des Leitungsbandes unterhalb der Fermi-Energie, was den Elektronen erlaubt, den
tiefer gelegenen Teil des Leitungsbandes nahe der Grenzschicht zu fiillen. Man spricht von
der sogenannten Inversionsschicht, weil der tiefste Punkt des Leitungsbandes unterhalb
des hochsten Punktes im Valenzband liegt und damit die normale Ordnung verkehrt ist.
Das zweidimensionale Elektronengas befindet sich in dieser Inversionsschicht, begrenzt
durch eine ca. 30 nm breiten, dreieckigen Potentialtopf. In der Oxidschicht gefangene
Verunreinigungen sowie Unregelméfigkeiten in der Grenzschicht begrenzen die Mobilitét
des Elektronengases. Die Ladungstrégerdichte kann durch die Gitterspannung kontrolliert
und eingestellt werden.

Das System basierend auf GaAs weist Ahnlichkeiten zum MOSFET auf (siche Abb. 5b).
In diesem Fall iibernimmt das GaAs die Rolle des Halbleiters und das Al,Ga; ,As (z =
0.3), das eine grofiere Bandliicke aufweist, wirkt als Isolierschicht. Mit Hilfe der Molekular-
strahlepitaxie ist es moglich, Grenzschichten zwischen den beiden Materialien herzustellen,
die dank der nahezu identischen Gitterkonstanten eine Regelméfigkeit im Bereich eines
Atomdurchmessers aufweisen. Das Al,Ga;_,As wird n-dotiert und damit ist der untere
Teil seines Leitungsbandes besetzt. Diese Elektronen driften gegen das GaAs und fiillen

dort zunichst die verfiigbaren Locher im oberen Teil des Valenzbandes. Die Mehrzahl



dieser Elektronen fiillen jedoch den Grund des Leitungsbandes im GaAs. Damit bildet
sich eine positive Ladung auf den Donatoren, es entsteht eine elektrisches Feld, welches
die Elektronen gegen die Grenzschicht zwischen GaAs und AlGaAs verschiebt und eine
Kriimmung der Energiebinder bewirkt. Der Ubergang von Elektronen aus dem AlGaAs
in GaAs hilt an, bis die dipolare Schicht, welche sich durch die positiven Donatoren und
die negative Inversionsschicht bildet, geniigend stark ist. Diese dipolare Schicht verursacht
eine Diskontinuitdt im Potential, welche schliefilich zu einem Angleich der Fermi-Energie
in beiden Materialien fiihrt. Die Dichte der Ladungstriger in der Inversionsschicht ist
durch die Dotierung fest vorgegeben und somit fiir jede Probe fixiert, im Gegensatz zum
MOSFET, in dem diese mit der Gitterspannung variiert werden kann. In der Praxis ist
zusdtzlich noch eine 10 nm dicke undotierte AlGaAs-Schicht eingeschoben, um die Donato-
ren vom Elektronengas fernzuhalten. Auf diese Weise wird eine betréchtliche Steigerung
der Mobilitdt erzielt. Die Heterostruktur ist zusdtzlich noch mit der Schutzschicht aus
GaAs abgedeckt. Schliellich werden noch die Ohmschen Kontakte zum Elektronengas
durch Aufdampfen und Eindiffundieren einer eutektischen AuGeNi-Legierung hergestellt.

3 Der klassische Hall-Effekt

Ein schematisches Bild des Hallschen Experiments ist in Abb. 6 gezeigt. An einem recht-
eckigen Leiterstreifen wird von auflen ein elektrisches Feld E, in z-Richtung angelegt.
Deshalb fliefit ein Strom I, in dem Leiter. Zusétzlich sei ein Magnetfeld B= (0,0, B) in
z-Richtung angelegt. Wegen der Lorentzkraft ﬁ,

ﬁz—e(E—i—%XE), mit e >0, (4)
werden die Elektronen in —y-Richtung? abgelenkt. Durch die Bewegung der Elektronen
wird ein statisches, transversales elektrisches Feld E,, das Hall-Feld, aufgebaut, das der
weiteren Bewegung der Elektronen in —y-Richtung entgegenwirkt. Im Gleichgewicht wird
die Lorentzkraft durch das elektrische Potential gerade kompensiert. Es fliefit also kein
Strom in y-Richtung. Fiir kleine elektrische Felder besteht ein linearer Zusammenhang
zwischen Strom I und Spannung U, bzw. zwischen der Stromdichte j von Elektronen der

Elektronendichte n., die sich mit der Geschwindigkeit v bewegen,
j = —neet, mit e>0, (5)

und dem elektrischen Feld E
E; = 0ij7;. (6)

2rechte-Hand Regel



Abbildung 6: Schematische Skizze
des Hall’schen Experimentes. Ladungs-
tridger (im Bild mit negativer Ladung)
wandern in positiver Richtung ent-
lang der z-Achse durch ein Magnetfeld
(B), das entlang der z-Achse verliuft.
Dadurch werden sie in negativer y-
Richtung verschoben. Es resultiert ein
Hall-Feld E, und ein Hall-Widerstand
in y-Richtung.

Wegen des angelegten Magnetfeldes ist der spezifische Widerstand® p;; kein Skalar, son-

dern ein Tensor mit einem symmetrischen und einem antisymmetrischen Anteil
Ql](é) = 01 (Bz) 51']' + 92(32) Bz ® Bj —+ 93(32) E'ijkBk- (7)

Fiir den speziellen Fall der Filmgeometrie sind nur die Tensorkomponenten in der (z,y)

Ebene von Bedeutung, die aus nur zwei unabhingigen Komponenten bestehen:

0 = ( Oz —Oyz ) ®)

Oyz Ozz

Im Gleichgewicht gilt j = (j,0,0). Daraus folgt aus Gl. (6) und Gl. (8) insbesondere

E, E,
0zz(B) = ]— und 0yz(B) = j—y (9)

0zz(B) ist der Magnetowiderstand, den Hall als magnetfeldunabhingig herausgefunden
hatte. Genauer gesagt, sprechen wir gemifl der Anordnung in Abb. 6 vom transversalen
Magnetowiderstand. Beim longitudinalen Magnetowiderstand liegt das Magnetfeld B par-
allel zur Stromdichte ;. 0yz nennt man auch den Hall-Widerstand og. Da das transversale
Feld gerade die Lorentzkraft F kompensieren muss, erwarten wir, dass es proportional
dem Magnetfeld ist und man definiert den sogenannten Hall-Koeffizienten

E 0. OH
Ry =—%L =¥ ===, 10
=B, B B (10)

Die von dem elektromagnetischen Feld pro Zeiteinheit geleistete Arbeit (Joule’sche Wérme)
ist IV

3Tm Allgemeinen arbeitet man mit dem spezifische Widerstand g, der in charakteristischer Weise vom
Material abhéngt, statt mit dem Widerstand R, der auch noch von der Form des Mefiobjektes abhingt.

R=9L/A,U=FELund I = jA, wobei A die Fliche ist, deren Flichennormale parallel zur Stromdichte
ist, und L die Lénge der Probe in Richtung der Flichennormalen ist.




Der Leitfihigkeitstensor o;; = (07');; ist der inverse Widerstand

1 T A
o3 7< Ooz Oy ) (12)

B Qiz—i_gzz _Qy:c Ozx
Offensichtlich geht in die Arbeitsleistung
aw
—, — Ogg E2 E2 = r E2 E2 13
G =0 B E) = o (B4 B)) (13)

nur der symmetrische Anteil der Leitfédhigigkeit ein. Im Falle g,, > oy, ist die Joule’sche
Leistung dW/dt proportional zu, dW/dt ~ 1/0y,. Im Falle gy, > 0,5 ist dW/dt ~ 0,/ 912/2'
Die einfachste Berechnung des spezifischen Widerstandes und des Hall-Koeffizienten

geht auf die Drude-Theorie zuriick. Das ist eine semi-klassische Theorie, in der die Quan-
tenmechanik nur sehr indirekt beriicksichtigt ist. Ausgangspunkt ist ein mechanisches
Bild unabhéngiger Elektronen, die fiir eine gewisse Zeit 7, der Relaxationszeit, als freie
Elektronen auf der Skala der mittleren freien Weglinge I, = v/7 = p/(m7) unter dem
EinfluB der Lorentzkraft F', GL (4), den klassischen Bewegungsgleichungen folgen

g _ = P

i F — o (14)
dann einen abrupten Stof} erleiden und danach eine neue Geschwindigkeit haben, dessen
Mittelwert die Driftgeschwindigkeit ist. Hier ist p der Impuls des Elektrons und dt/7 die
Wahrscheinlichkeit, dafl das Elektron im Zeitintervall d¢ einen Stoffl mit anderen Elektro-
nen ausfiihrt?. Im stationiren Zustand ist der Strom ]_' = —neep/m unabhingig von der
Zeit, d.h. dp/dt = 0. Daraus folgt

—eF, —wepy —p /T = 0 (15)
—eEBy +wep, —py/T = 0. (16)

w, ist die Zyklotronfrequenz definiert durch

eB

= —. 17
we = — (17)
Multiplizieren wir diese Gleichungen mit —n.er/m und beriicksichtigen die Definition der

Stromdichte gegeben in Gl. (5), finden wir
ooB, = wchy + Jz (18)

UoEy = —WcTJg +jya (19)

“Dementsprechend ist (1 — dt/7) die Wahrscheinlichkeit, dass im Mittel ein Elektron keinen Stof§
erleidet. Dies multipliziert mit deren mittleren Impuls pro Elektron §(t) + F(t)dt, ergibt die Bewegungs-
gleichung Gl. (14), F(t + dt) = (1 — dt/7)(F(t) + F(t)dt).




wobei o, gerade die spezifische Gleichstromleitfahigkeit im Drude-Modell in Abwesenheit
des Magnetfeldes ist,
E, 1 €T

00 = 0z = — = — mit 0y, = . (20)
Jx Oo m

Geméf dem Hall-Experiment in der oben diskutierten Anordnung wird das Hall-Feld E,
durch die Bedingung bestimmt, daf§ kein transveraler Strom fliefit, j, = 0 und damit ist

By=—(“)ie= () Bin (21)

oy neec

Entsprechend der Gl. (9) erhélt man fiir den nichtdiagonalen spezifische Widerstand

1 1
— B = ——uw,. (22)
neec o

OH = QOyx =

Dies ergibt fiir den Hall-Koeffizienten, definiert in Gl. (10)

Ry = —— (23)

neec

Fiir den spezifischen Widerstandstensor erhalten wir dann in der Drude-Theorie die ein-

fache Form
m LB 1 1 wr
o= "y el ) =— ). (24)
_ 1R m oo\ —w,7 1
neec NeeT
Der spezifische Leitfdhigkeitstensor o;; ist das Matrixinverse von g;;, mit den Komponen-
ten 1 1
Ne€C WeT
Opz = 00— und Oys = — Oy = 00— 25
SR T BTIB T wer T 1t w2r? (25)

Im Falle von N freien Teilchen, die nicht durch Stéfle in ihrer Bewegung gestort werden
(T — 00), ergibt sich fiir den spezifischen Widerstandstensor und den Leitfahigkeitstensor

die einfachen Formen:

o 0 —LB o 0 neeCs
Q” = ( 1 B EO ) und 0-” = < —n ecl 0 B )’ (26)
neec e€Ch

d.h. 6% = 1/0%. (Der Index o steht hier fiir freie Ladungstriger ohne Wechselwirkung
untereinander und mit dem Gitter.)

In der Drude-Theorie ist also der Hall-Widerstand gy proportional zum Magnetfeld B,
dem Vorzeichen der Ladungstrigern und ist umgekehrt proportional zur Dichte der Elek-
tronen n.°. Die Elektronendichte und das Vorzeichen der Ladungstriiger sind die einzigen
Materialparameter die den Hall-Widerstand in der Drude-Theorie bestimmen. Insbeson-
dere hingt der Hall-Widerstand gg nicht von der Relaxationszeit 7, charakteristisch fiir
die Streuung der Elektronen, ab. Diese Details sind eine Folge der sehr einfachen Annah-

men iiber die Streuung, die der Drude-Theorie zu Grunde liegen. Im Allgemeinen hingt oy

SDies gilt auch offensichtlich fiir den Quanten-Hall-Effekt, wie die Experimente in Abb. 1-3 als Funk-
tion der Ladungstrigerkonzentration und des angelegten Magnetfeldes zeigen.



schwach von den Streuparametern ab. Die Messung des Hall-Koeffizienten ist eine wichti-
ge experimentelle Methode zur Bestimmung der Ladungstrégerdichte. Der longitudinale,
bzw. der Ohmsche Widerstand g, = 1/0,, der den dissipativen Anteil des Widerstandes
beschreibt, ist proportional der Stofirate 1/7.

w, ist ein Maf fiir die intrinsische Zeitskala des Systems in einem gegebenen &ufleren
Magnetfeld und w,7 ist ein wichtiges dimensionsloses Maf fiir die Stidrke des Magnetfeldes.
Im Limes kleiner Magnetfelder, d.h. wenn w,r klein ist (w,m < 1), besagt GI. (18), da8 j,
nahezu parallel zu E';, ist. In diesem Fall konnen Elektronen nur einen kleinen Weg auf der
Kreisbahn zuriicklegen bis sie wieder gestreut werden. In diesem Falle gilt: B, < E;, gy =
0zz = 1/00, 0 = 0yz = 0, 042 & 0¢ und oy, ~ 0. Im Limes grofler Magnetfelder (w.r >
1), ist zu erwarten, dass die Elektronen geniigend oft in den Kreisbahnen kreisen kénnen.
w.T > 1 ist offenbar dquivalent zu der Bedingung g, < pg und entsprechend Gl. 25
erwarten wir in diesem Falle nur eine kleine Korrektur (von der Ordnung ~ (1/w,7)? bzw.
~ (0o/0n)?) zur spezifischen Hall-Leitféhigkeit freier Elektronen o, und eine spezifische
Leitfahigkeit 0., von eben dieser Gréflenordnung. In diesem Falle gilt: Ey > FE,, 045 =
v/ 05y = 00/ 03 und 0yy = 1/0y, = 1/05.

Die Quanteneffekte der Elektronen werden in dieser Theorie durch die elektronische
Struktur beriicksichtigt. Sie d&ndert die Masse der Elektronen m in eine effektive Masse
m*, die bis zu einem Faktor 30 kleiner sein kann als m. Weiterhin verlangt das Pauli-
Prinzip, dafl nur Elektronen um die Fermienergie zum Transport beitragen. Dies dndert
aber obige Gleichungen nicht ab. Auflerdem bestimmen Quanteneffekte den Wert von 7,
der typischerweise zwischen 1071% s und 10715 s betrigt, je nachdem ob es sich um einen
Halbleiter oder um ein Metall handelt und in Abhéngigkeit der Temperatur. Vergleichen
wir we(B = 1T) = 2 x 10" 1/s mit der Relaxationszeit von 107! s fiir einen Halbleiter
bei 3 K (wobei die Relaxationszeit durch die Phonon-Streuung bestimmt ist), finden etwa
20 Zyklotronumliufe zwischen zwei Streuprozessen statt. Bei 300 K wiren es nur noch
0.2 Umléaufe oder das Magnetfeld miisste auf 100 T erhoht werden um den gleichen Effekt
zu erzielen.

Die Zyklotronfrequenz w, und die Leitfahigkeit freier Ladungstridger kann man auch
direkt aus der Bewegungsgleichung eines freien, klassischen Elektrons unter dem Einfluss
eines statischen elektrischen Feldes E = (E;,0,0), dem ein Magnetfeld B = (0,0,B)

iiberlagert ist, ableiten.

—
-

mé = —e(E + > x B). (27)
c
Mit der Anfangsbedingung #(¢t = 0) = 0 ergibt sich fiir die Geschwindigkeit
9(t) = (0, vprift, 0) + vprise(sin wet, coswet, 0), (28)

wobei der erste Summand die Driftgeschwindigkeit vp,ist = —F,c/B der Schwerpunkts-
bewegung in y-Richtung ist. Entsprechend ist der Zyklotronradius durch r, = v/w, =
muc/(eB).



w
N

Abbildung 7: Streifengeometrie
mit periodischer Randbedinung in

o)
o j m

z-Richtung zu einem Hohlzylinder
gekriimmt.

4 Die Landau-Niveaus

In diesem Abschnitt betrachten wir das einfachste quantenmechanische Problem eines
zweidimensionalen Elektronengases im magnetischen Feld, ndmlich das von zweidimensio-
nalen unabhéngigen spinlosen Elektronen in einem homogenen magnetischen Feld normal
zum zweidimensionalen Elektronengas. Wir folgen dabei Landau’s klassischer Arbeit. Um
die Schrodinger-Gleichung explizit hinzuschreiben, ist es notwendig eine Eichung des Vek-
torpotentials vorzunehmen. Die Landau-Eichung und die rotationsinvariante symmetische
Eichung sind besonders zweckmiflig. Wir benutzen in der Ableitung hier die rotationsin-

variante Eichung
A= Z(Bx7). (29)

Um bei der Berechnung keine Schwierigkeiten mit den durch die Geometrie vorgegebenen
Rindern zu haben, fordern wir fiir die Streifengeometrie in Abb. 6 periodische Randbe-
dingungen in z-Richtung. Gedanklich biegen wir den langen schmalen Leiterstreifen zu
einem Hohlzylinder (siehe Abb. 7). Der Zylinder habe den Radius R und die Linge L,
die wir als sehr grof§ annehmen wollen (L — 00). Da es sich um ein zweidimensionales
Problem mit Zylindersymmetrie handelt, ist es vorteilhaft Zylinderkoordinaten (7, ¢, 2)
einzufiihren. Das Magnetfeld, das in Abb. 6 {iberall senkrecht auf der Filmebene stand,

zeigt jetzt radial nach auflen: B = Be,. Der Strom, der in der Geometrie Abb. 6 in z-



Richtung floss, flieit nun um den Zylinder, I= I,e,, und das Hall-Feld, in Abb. 6 entlang
der y-Achse gelegen, liegt nun entlang der z-Achse. Eine Hall-Spannung sei fest vorgege-
ben, indem ein Hall-Feld Ey entlang der negativen z-Achse angelegt wird £, = —FEg.
Im Gegensatz zum Hallschen Experiment in Abb. 6, wird der Strom I,€, nicht durch
eine elektrisches Feld E, erzeugt, sondern induktiv durch eine zusétzliche kleine Spule,
die entlang der z-Achse aufgewickelt ist. Das Magnetfeld der Spule ist auf das Volumen
innerhalb der Spule beschrdnkt und bewirkt kein Magnetfeld innerhalb des Hohlzylinders.
Dadurch bleibt der magnetische Fluss ® iiber den Radius konstant und fiir das zugehorige

Vektorpotential Ag gilt

- ®
Aq; = —é’(p. (30)

2rr

Das dem B-Feld zugehorigen Vektorpotential A ist ebenfalls rein tangential und es gilt

A= —EzBé}p. (31)
T

Unser Ausgangspunkt ist der Hamilton-Operator eines N-Elektronensystems

1 N

H=—% (pi-

N
- e o \2 . .
= A-— EAQ) + V(... 7n) + eEx Y 2 (32)

i=1

ol®

Fiir den Spezialfall V' = 0 geniigt es ein Einelektronenproblem zu betrachen. Fiir den Fall
E = 0 ergibt sich das klassische Landau-Problem

H= i(*— S/I— S/Iq,)z. (33)

Die Darstellung des Impulsoperators in Zylinderkoordinaten

1
5= —m(—awé;, + azé;) (34)
R
fiihrt auf die folgende Form
1 1 e/ @ 2
H=—|—-|=0,¢ €, —|—= —Bz)é,| .
Qm[ Zh(Raw% + 0.8 ) + c (27TR z)elp] (35)

Unsere Aufgabe ist es nun, das Eigenwertproblem

Hy =¢v (36)

zu l6sen und die Eigenwerte ¢ und Eigenfunktionen (¢, z) zu bestimmen. Da der Hamilton-
Operator die Koordinate ¢ nicht explizit enthélt, ist der Operator , mit dem Hamilton-
Operator vertauschbar, d.h. die ¢p-Komponente des verallgemeinerten Impulses bleibt er-
halten und es liegt Translationsinvarianz in ¢-Richtung vor. Dementsprechend setzen wir

die Wellenfunktion mit folgendem Produktansatz an

wn,n = eimp Xn,n(z) mit K€EZ. (37)



Damit wird das Problem reduziert auf die Schrédinger-Gleichung eines eindimensionalen,

linearen harmonischen Oszillators mit der Frequenz w, fiir die Funktion x, ,(2)

R, m o, ® \?2 hk d h?K?
[_%82 HERC (2_27rBR) +f%(z_27rBR)]X“’"(z) - (5_2mR2)X"’"(z)‘ (38)

Eine quadratische Erginzung

m o ( o ¢ ) hk m o 2 m 4,
— -9 - = — - - =
5 We (z T + 7 We? 5 We (z zo(kc)) 5 WeZo (k) (39)
® hk
.t 0 = — 4
m 20(K) 2rBR  mw.R (40)

fiihrt diesen auf die kanonische Form des um z,(x) verschobenen harmonischen Oszillators
R, m o, 2

(= 5 + Fl(z = 200) ) xun(2) = Exmxan(2). (41)

Damit ist das Problem gel6st, denn die Energieniveaus des eindimensionalen, linearen,

harmonischen Oszillators sind wohlbekannt

1 eB
n = hw, - it .= — >0. 42
€ we (n + 2) mi We= "> (42)
n nimmt die Werte n = 0,1, 2, ... an. Offensichtlich ist die Zyklotronenergie quantisiert

und das Eigenwertspektrum ist vollkommen diskretisiert. Die Energieniveaus €, werden
als die Landau-Niveaus bezeichnet (siehe Abb. 8). Geméss den Gesetzen des harmonischen
Oszillators ist der Abstand zwischen den Energieniveaus dquidistant und betrigt genau
die Energie der Zyklotronfrequenz bzw. der Zyklotronenergie Aw,.. Das Eigenwertspektrum
héngt nicht von k ab. Die zugehdrigen Eigenfunktionen ), , (¢, 2) zu den entsprechenden
Energieniveaus

R = A PP ot LA )

/lvl}li,n(goi Z) = const <— r

2T R

sind Produkte aus Gauss-Funktionen und Hermitischen Polynomen H,. Der Zyklotron-

= () = (5) S

P fik P r2
(k) =5 BR~ mw,R _ 27BR 'R (45)

radius ist definiert durch

Das Zentrum des Oszillators

entspricht dem Zentrum der klassischen Kreisbewegung mit dem mittleren quadratischen
Radius

1
((z=2(0)") = (n+ 5) 72, (46)
proportional dem Quadrat des klassischen Zyklotronradius. Die Wellenfunktion t, (¢, 2)

ist delokalisiert um den Hohlzylinder, aber stark lokalisiert entlang der Abszisse um die



Abbildung 8: In der Abwesen-
heit eines Magnetfeldes ist die Zu-
standsdichte Ds;p des zweidimen-

sionalen Elektronengases, Dsp, eine

Konstante als Funktion der Energie

\/
m

(b) . (a). Im Falle eines angelegten Feldes
D 4 B£0: Landau-Niveaus . . -
kollabieren die zur Verfiigung ste-
henden Zustidnde zu hochentarteten
Landau-Niveaus (b) getrennt durch
Gebiete in denen keine Zustinde er-

laubt sind.

\
m

Punkte z,(x). Die Zentren z, der Wellenfunktionen liegen auf konzentrischen Kreisen
im Abstand Az, = i/Rmw,.. Die charakteristische Linge der Lokalisierung ist < (z —
2)2 >'?=r,/+/2. Die Lokalisierungslinge wichst mit 7.

Der Zyklotronradius hier erinnert an die klassische Bewegung eines Elektrons auf ei-
nem Kreis mit dem Radius ecmv/(eB) aus dem Abschnitt 3, in der der Impuls mv durch
das Wirkungsquantum 7% ersetzt wurde. Er definiert eine magnetische Lénge, die die fun-
damentale Lingenskala des Problems ist. Interessanterweise ist r. unabhingig von Ma-
terialparametern, z.B. der Masse m. Im tiefsten Zustand, n = 0, ist der mittlere Radius
der Elektronenverteilung \/ <(A2)?>(u0,8-17) = 178 A. Mit Zunahme des magnetischen
Feldes wird die Lokalisierung stirker, z.B. fir B = 10 T betrigt der Radius bereits 56 A.

Dies sind Léngenskalen die vergleichbar sind mit anderen typischen Lingen des Systems.

Die Energie des harmonischen Oszillators Aw, bestimmt die Energieskala der Physik.
Nehmen wir m gleich der Masse des freien Elektrons und fiir B = 1 T an, erh&lt man
fir w, = 1.76 x 10" Hz, bzw. eine Energiedifferenz Ae von etwa Ae ~ 1.2 x 107* eV
was ungefdhr T' ~ 1.5 K entspricht. Das heifit, das System muss zu tieferer Temperatur
abgekiihlt werden oder es miissen stirkere Magnetfelder wirken, um einen nennenswerten
Effekt der Energiequantisierung zu beobachten. Wie wir schon in Abschnitt 3 gesagt
haben, muss fiir ein Elektron im Festkorper, die hier benutzte freie Elektronenmasse m,
durch die effektive Masse m* ersetzt werden, die von der Bandstruktur des Bauelementes
abhéngt, welches das zweidimensionale Elektronengas zur Verfiigung stellt. m* kann 30
Mal kleiner sein als die freie Elektronenmasse, und die Energieskala ist dann entsprechend
grofler als 1.5 K.

Wie wir schon gesehen haben ist das das Eigenwertspektrum der Landau-Niveaus ¢, in
Gl. 42 nicht explizit von x abhéngig. Das bedeutet, dass die Landau-Niveaus hochgradig
entartet sind. Alle Elektronen des homogenen Elektronengases in zwei Dimensionen, ohne



angelegtes Magnetfeld, haben die konstante Zustandsdichte
2mm

h2
(Spinentartung wurde vernachléssigt), und diese kollabiert gleichverteilt in die Landau-

DQD(E) ==

(47)

Niveaus. Zu bestimmen ist der Entartungsgrad D eines Landau-Niveaus, d.h. die Zahl der
moglichen Kk Werte pro Facheneinheit der Probe. Aufgrund der periodischen Randbedin-
gung um den Hohlzylinder sind die mdéglichen k-Werte diskrete Werte und durch ganze
Zahlen gegeben. Wie wir schon frither gesagt haben, ist die Wellenfunktion um den Ab-
szissenwert z,(k) lokalisiert. Wenn die Linge des Hohlzylinders entlang der z-Achse durch
L beschrinkt ist, muss der Abstand zwischen den Peaks zweier Wellenfunktionen maxi-
mal gerade gleich dieser Linge sein (Az,(k) < L). D.h. die Zylinderlénge legt eine obere
Grenze fiir diese Zahlen « fest und bestimmt den Entartungsgrad D der Landau-Niveaus

aus allen moéglichen Kk Werten.

Az, = h Ak = ﬁAka <L (48)
° " mw.R " R -

Die Zahl der Zustinde pro Fliche (2rRL) und pro Landau-Niveau ist also:
AR MW, 1 eB
D = = = = — 4
2rRL h 2mr2 he (49)

Offensichtlich ist der Entartungsgrad und die Anzahl der Landau-Niveaus umgekehrt pro-

portional, sodass wenn ein entarteter Zustand in eine gleichférmige Verteilung verbreitert
wiirde, die Zustandsdichte dieser Verteilung D/(hiw,) = 2mm/h* wire, was gerade die
Zustandsdichte des freien Elektronengases mit Ladungstrigern der Masse m in zwei Di-
mensionen ist. Entsprechend bietet sich ein zweiter einfacher Zugang zur Bestimmung des
Entartungsgrades an: einfach all die Zustdnde des homogenen Elektronengases aufzusum-

mieren, die in ein Landau-Niveau kollabieren werden:

en+1/2hwe 2 B
D= de Dople) = —hy, = eh—
C

en—1/2hwe h? (50)
Der Entartungsgrad pro Einheitsfliche kann man so interpretieren, dass jeder Zustand
einen irreduziblen Anteil der Fliche mit der Grofle he/eB einnimmt. Fiir B = 1 T wire
dies ein Quadrat mit der Seitenlinge von ungefihr 60 nm (600 A), und das wiren ungefihr
2.7 x 10'* Zustinde/m? — eine typische Elektronendichte in Quanten-Hall-Elementen.
Die Zustandsdichte hingt nicht von der Elektronenmasse oder irgendwelchen anderen

Materialparametern ab.

5 Elementare Theorie des Quantum-Hall-Effektes

Zur Erklarung des Quantum-Hall-Effektes berechnen wir nun den zugehérigen Strom I=

I,€,. Es gibt natiirlich immer eine Stromdichte j,(¢, z)€, um den Hohlzylinder mit

h
Jo = 9mi (¢TV¢>¢ - (V¢¢)T¢) (51)



verkniipft mit den Zustand ¢, » (¢, 2). Wegen der vorhandenen Vektorfelder schreibt sich

1 : 3
V,=—0, - ’—‘ZAQO mit A, = —2B. (52)

Beriicksichtigt man dass ¥ ,(p, 2) ~ €% ist, erhilt man direkt dass

o2) g s (F2AY e (- RN a2y

2m 2R Te p Te

ist. Das Integral von GIl. 53 iiber z ergibe den Gesamtstrom I, des Zustandes v, aber
das Integral ist null, weil das Quadrat der Wellenfunktion symmetrisch um z, ist, der
Vorfaktor aber ungerade.

Dieses Resultat kommt nicht unerwartet, wenn wir uns die Gruppengeschwindigkeit
v, dieser Zustédnde anschauen, die man bekanntlich als Steigung der Dispersionsrelation

€k, erhélt:

10egn
vo(k,n) = Rp = R— c

=0 (54)

Die Eigenfunktionen e*** sind ebene Wellen, diese haben keine Gruppengeschwindigkeit,
weil die Energie unabhéingig von x ist. Wenn wir ein Wellenpaket aus diesen Zusténden
konstruieren wiirden, lokalisiert in ¢, es wiirde sich nicht bewegen.

Eleganter und von erheblich allgemeinerer Bedeutung ist es jedoch, sich bei der Berech-
nung des Stromes an das Faraday’sche Induktionsgesetz der klassischen Elektrodynamik
zu erinnern, in der die induzierte Spannung gleich der zeitlichen Anderung des magneti-
schen Flusses ist. Die Relation
Oe 1
a_<1>|<1>:o = 1. (55)
spiegelt diesen Zusammenhang in der Quantenmechanik wider: Dabei ist die Grundzu-
standsenergie ¢ der Erwartungswert des Vielteilchen-Hamilton-Operators H aus GIl. 32.

Die Ableitung ist einfach. Mit der Definition der Stromdichte
-2 € S el o S oy o
j(’F‘):EZ(Ui5(T_Ti)+5(T_Ti)Ui) (56)
konnen wir den Vielteilchen-Hamilton-Operator H (Gl. 32) in den folgenden Ausdruck
umschreiben: .
H=Hgpo— - / dr? §(7) As(7) + O(A2). (57)
cls
Das zweidimensionale Integral erstreckt sich iiber die Mantelfliche des Zylinders. Terme

der Ordnung A? sollen im folgenden vernachlissigt werden. Die Grundzustandsenergie ¢

ist der Erwartungswert von H, sodass nach dem Hellmann-Feynman Theorem

Oe BH 1 rL/2 - 2 Rdy 1
— = = —= [dr? = ——/ dz {(j e, — = ——7]
3<p|<1>:o <a<I> &= 0 / " 27rR cJ-ry 2 () & 0o 2R c

(58)
gilt.



Wenden wir dies nun auf das Eigenwertspektrum der Landau-Niveaus ¢, an, folgt so-
fort, dass der Strom I = 0 ist, da das Eigenwertspektrum unabhingig vom Fluss & ist.
Die Tatsache, dal der Strom null ist, ist konsistent mit dem Ergebnis der klassischen Dy-
namik, welche vorhersagt, dafl ein Elektron in einem Magnetfeld entlang der z-Richtung,
geschlossene Bahnen in der (z,y) ausfiihrt und der Schwerpunkt sich in keine bestimmte
Richtung bewegt wenn kein elektrisches Feld anliegt.

Ein elektrisches Hall-Feld Ey entlang der —z Richtung, welches bereits in der Schrédinger-
Gleichung Gl. 32 durch das Potential V(z;) = eFEpgz; beriicksichtigt wurde, dann aber
vernachléssigt wurde, bricht die Symmetrie in 2-Richtung und ein Strom wird erwartet.
Beriicksichtigen wir nun eEgz in der Einteilchen-Schrédinger-Gleichung Gl. 35 so fiihrt

eine quadratische Ergdnzung

m o[ 5 ¢ ) hk m 2 m 5,
m ) il Enz= 202 (2 - _m
5 We (z Y5 BR + 7 We? + eEgz 5 We (z zo(kc)) 5 WeZo (k) (59)

ganz analog wieder auf die kanonische Form des um z,(x) verschobenen harmonischen

Oszillators ,
. m 2 _
(= 52 + 52 (2 = 2(8)) ) xun(2) = Ewmun(2), (60)
wobei dieses Mal aber das Eigenwertspektrum von &,
1 B
En = hw,(n+ =) mit we=-—>0 und neN (61)
2 mc

beziiglich ¢ , ebenfalls verschoben ist und dadurch ¢, ,, explizit von k, dem Hall-Feld E,
und dem magnetischen Fluss ® abhingt. z,(x) ist nun ebenfalls vom Hall-Feld abhéngig

und wir erhalten:

0] hk eEy

o = - B 2
zo(k) 2rBR  mw.R  mw? (62)

1 o ik e?E?

d Kn h c 5) - E =
. £ we (n + 2) (27rBR mch) efm ¥ 2mw? (63)

1 e?E%

= hwe(n+ 5) — 2o(k)eEg — P (64)

Erinnert man sich daran, dass z,(k) nichts anderes als der Erwartungswert von <z>=<

nk|z|kn > ist, kann man den k-abhingigen Teil des Eigenwertspektrums schreiben als
ex = —eEg <z>,. (65)

Hieraus gewinnen wir die wichtige Erkenntnis, dass durch das duflere Hall-Feld die hoch-
gradige Entartung aufgehoben wird und jeder Zustand x im &ufleren Feld eine andere
potentielle Energie ¢, aufnimmt.

Der Grundzustandsstrom I,(k,n) des Zustandes (k,n) berechnet sich aus obiger For-

mel (Gl 55) zu
GEH 1
- _ - 11,
e=0 ~ 27BR _ ¢ ? (66)
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Falls gerade n Landau-Niveaus voll besetzt sind erhalten wir fiir den Strom

ecEy eB ecEy €2 e?

n27rBR :27TRLE”2WBR :anHL:nE (=Un). (67)

EyxL ist die in —z-Richtung angelegte Hall-Spannung —Upg. Der Strom flieit in —¢-

I

®p

=FD

Richtung. Die Hall-Leitféhigkeit oy = 0y, entspricht hier —o,, = —I,/Uy. Daraus folgt
dann fiir die Hall-Leitfdhigkeit das gefeierte Resultat:

62

OH =N (68)

wobei das n-te Hall-Plateau gerade mit den n aufgefiillten Landau-Niveaus iibereinstimmt.

Man kann auch die Hall-Leitfdhigkeit mittels der Gruppengeschwindigkeit, GIl. 54,
ableiten. Mittels der Energie ¢,, Gl. 65, finden wir die Gruppengeschwindigkeit v, = R¢
um den Hohlzylinder

Vp = R(‘p =R-—=——-c. (69)

Wir finden, dass die Gruppengeschwindigkeit eines Zustandes um den Hohlzylinder iden-
tisch dem klassischen Ergebnis der Hall-Driftgeschwindigkeit ist, das wir bereits in Gl. 27
abgeleitet haben. In der klassischen Sprache war es die Driftgeschwindigkeit des Schwer-
punkts der Zyklotronbahn, die sich als Folge der Balance von Lorentzkraft und elektri-
schem Feld ergab. Der Strom I, ergibt sich dann aus der Gruppengeschwindigkeit eines
Zustandes, in dem man iiber alle Zustinde (k,n) summiert, mit der Zustandsdichte D

und der Flache F' multipliziert und durch den Weg des Stromes L, dividiert:

(70)
Dies fiihrt zum gleichen Ergebnis. Hier noch eine Anmerkung: Man kann auch GI. 51
benutzen um den Strom abzuleiten. Aufgrund des vorhanden Hall-Feldes dndert sich der
Vorfaktor in Gl. 53 von (z—2z,(k))/ — (2—2,(k) —eEg /(mw,)?). Dadurch ist der Vorfaktor
nicht mehr ungerade und der Hall-Strom ist endlich.

Fiir das Verstdndnis des Quanten-Hall-Effektes sind die Landau-Niveaus wesentlich. Auf
jedem haben D Elektronen pro Flicheneinheit Platz. Die Zahl hingt von der Stérke des
Magnetfeldes ab. Bei niedrigen Temperaturen werden die Niveaus von unten aufgefiillt.
Das Ma#8 fiir die Fiillung ist der Fiillfaktor n = n./D, ein dimensionslose Verhiltnis
zwischen der Anzahl der Ladungstriger N pro Fliche F, n., und dem Entartungsgrad D.
Schreibt man den Fiillfaktor etwas um,

n N he he 1 N he
"T DT FeB c BF — B “ob 0= (71)

@9

sieht man, dafl der Fiillfaktor gerade das Verhéltnis aus der Zahl der Ladungstriager
und der Zahl der Flussquanten BF/®, im System angibt. Nachdem ein Landau-Niveau
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gefiillt ist, liegt die Fermi-Energie notwendigerweise im Gap zwischen den besetzten und
unbesetzten Landau-Niveaus. Es ist plausibel anzunehmen, dass in diesem Falle keine
Streuung stattfindet, das heifit 7 ist unendlich und p, verschwindet. Gleichzeitig ist der
Hall-Widerstand h/(ne?) gemiss der n (Fiillfaktor n ist gerade ganzzahlig) gefiillten
Landau-Niveaus (siehe Abb. 9). Aber warum sollte die Fermi-Energie gerade zwischen
zwei Landau-Niveaus liegen? Wir erinnern uns daran wie die Fermi-Energie Er definiert

ist. Bei tiefen Temperaturen konnen wir schreiben, dass
Ep
Te :/ D(e, B) de, (72)
—0o0

wobei n, die Elektronendichte und D(e, B) die Zustandsdichte ist. Immer wenn die Fermi-
Energie durch ein Landau-Niveau liuft, steigt die Zustandsdichte sprungartig an und
die Elektronendichte nimmt als Funktion der Fermi-Energie sprungartig zu. D.h. eine
Anderung in der Elektronendichte ist verkniipft mit der Anderung der Fermi-Energie
nach dn. = D(Ep, B)JEp. Daraus resultiert, dafl es extrem unwahrscheinlich ist, daf§ die
Fermi-Energie in einem Gebiet extrem geringer Zustandsdichte liegt. Kleinste Anderungen
in der Elektronendichte wiirden grofie Verschiebungen der Fermi-Energie nach sich zie-
hen. D.h. die Fermi-Energie ist in den Energien hoher Zustandsdichte gepinnt. Ausgehend
von diesem Gesichtspunkt erwarten wir, dass die Fermi-Energie in den Landau-Niveaus
gepinnt ist. Wenn das wahr ist, bricht aber das vorher genannte Argument zusammen,
dass der geringe Lingswiderstand gemessen in den Experimenten ein Folge davon ist,
dass n Landau-Niveaus aufgefiillt und die Fermi-Energie in einem Gap liegt. Man konnte
es praktisch nie beobachten. Es stellt sich also die Frage nach einem Mechanismus, der
dazu fiihrt, dass die Fermi-Energie zwischen den Landau-Niveaus liegt, und gleichzeitig

das Springen von Landau-Niveau zu Landau-Niveau verhindert, und folglich zu den ge-
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Abbildung 10: Schematische Darstellung der Zustandsdichte in einem zweidimensionalen Elektronen-
gas. Verunreinigungen im Halbleiter z.B. in der Ni#he der Grenzschicht verursachen eine Aufspaltung
der diskreten Landau-Niveaus in Béinder, die aus vielen verschiedenen Zustinden bestehen. Um das
Zentrum jedes Bandes befinden sich die ausgedehnten Zustinde, welche die elektrischen Eigenschaften
der Probe bestimmen. Die Zustéinde am oberen und unteren Rand der Bénder sind von lokalisierten
Elektronen besetzt. Diese Elektronen sind rdumlich fixiert und tragen nicht zum Ladungstransport
bei. Bildquelle: http://www.ofmet.ch

ringen Langswiderstdnden und den quantisierten Hall-Widersténden fiihrt, die wir vorher
diskutiert haben.

Tatsédchlich wird derzeit angenommen, dass in Realitas die Zustandsdichten zwischen
zwei Landau-Niveaus erheblich sind, weil reale Proben Potentialfluktuationen haben, z.B.
verursacht durch die unterschiedlich starke Streuung der Elektronen an Storstellen. Die
hochgradige Entartung der Landau-Niveaus wird (teilweise) aufgehoben, so dass diese
sich zu Béndern verbreitern (sieche Abb. 10). Diese Potentialfluktuationen fijhren zu ei-
nem neuen Mechanismus: der Lokalisierung. Diese Potentialfluktuationen erzeugen eine
Potentiallandschaft in denen die Ladungstriiger auf Zyklotronorbitalen entlang von Aqui-
potentialpfaden driften und in Téler der Potentiallandschaft eingefangen werden kénnen
und damit ihre Beweglichkeit einbiiflen. In Konkurrenz dazu neigen Tunneleffekte zwi-
schen benachbaren Minima, die Wellenfunktion zu delokalisieren. Diese Lokalisierung tritt
insbesondere dort auf, wo die Dichte der Zustinde auf der Energieskala vergleichsweise
gering ist. Dass nun die Lokalisierung in Télern in Konkurrenz zum Tunneleffekt und
die entstehenen Zyklotronbahnen aufgrund des duflern Magnetfeldes sich tatsdchlich so
arrangieren, daB der beschriebene Lokalisierungs-Delokalisierungs-Ubergang mit einer so
robusten Quantisierung vertréglich ist, muf in einer mikroskopischen Theorie erst einmal

gezeigt werden.
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Abbildung 11: Wenn die Fermi-Energie im Gap (a) zwischen den verbreiterten Landau-Niveaus
liegt Elektronen konnen nicht in neue Zustinde streuen und es gibt keine Streuung. Der Trans-
port ist dissipationslos, der Widerstand ist null und der Hall-Widerstand #ndert sich nicht. Wenn
das Magnetfeld zunimmt (b) liegt die Fermi-Energie in den Biindern der lokalisierten Zustinde und
wir sind immer noch im Mobilititsgap ohne Anderung der Leitfihigkeiten. Wenn das Magnetfeld
weiter zunimmt (c), dann liegt die Fermi-Energie im Bereich der delokalisierten Zustinde. Der Hall-
Widerstand springt zum néchsten Plateau und die longitudinale Leitfahigkeit wird endlich. Bildquelle:

http://www.warwick.ac.uk/ phsbm

Entscheidend fiir das Auftreten des quantisierten Hall-Effektes ist nun, wie sich das System
beim Durchfahren des chemischen Potentials durch die verbreiterten Landau-Niveaus
verhilt. Fiir den Fall einer ansteigenden Dichte oder abnehmenden Magnetfeldes beob-
achten wir: Die lokalisierten Zustidnde werden zunehmend aufgefiillt ohne die ausgedehn-
ten Zustdnde zu besetzen. Solange Bereiche lokalisierter Zustdnde durchfahren werden,
konnen Zusténde, die mit Elektronen be- oder entvilkert werden, nichts zur Leitfahigkeit
der Probe beitragen. In diesem Bereich dndert sich nichts am Hall-Widerstand der Probe
und der quantisierte Wert bleibt erhalten. Die longitudinale Leitfihigkeit (und damit der
longitudinale Widerstand) verschwindet (bei T = 0 K). Durchfihrt die Fermi-Energie
allerdings Bereiche ausgedehnter Zusténde liefern die Zustdnde, die mit Elektronen be-
oder entvolkert werden, einen Beitrag zur Leitfdhigkeit. In diesem Bereich &ndert sich
die Hall-Leitfahigkeit der Probe von einem Plateau zum néichsten und die longitudinale
Leitfahigkeit ist endlich.

Entscheidend ist also, dass lokalisierte Zustdnde zwar besetzbar sind, und damit das
Springen der Fermi-Energie verhindern, aber zum Strom nicht beitragen. Bewegt sich
also die Fermi-Energie durch einen Bereich lokalisierter Zusténde, so bleibt 0, = 0 und
og = const. Wir haben also kein Gap in der Zustandsdichte, sondern sprechen von ei-
nem Mobilitdtsgap. Dies erkliart die Moglichkeit des Auftretens von Plateaus. Um den in
Abb. 9 gezeigten Verlauf der Hall-Leitfahigkeit zu erhalten, muss man noch zeigen, dass
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die Plateauwerte tatsichlich durch ne?/h gegeben sind und Ihre Breite durch kleine Be-
reiche beweglicher (delokalisierter) Zustinde in der Mitte der Landau-Béander beschrinkt
ist. Fiir beide Sachverhalte gibt es theoretische Hinweise. Verschiedene Untersuchungen [8]
(siehe die Lehrbiicher von R.E. Prange und S.M. Girvin oder M. Stone) am Elektronen-
Storstellen-System kamen ndmlich zu dem Ergebnis, dass in den jeweils betrachteten
idealisierten Modellen, die Hall-Leitfadhigkeit in den Punkten n = n die gleichen Werte
annimmt wie bei freien Elektronen. Ferner haben analytische und numerische Untersu-
chungen an solchen Modellen ergeben, dass die Zustédnde bei ¢ = ¢, stets delokalisiert
sind. Vereint man die Einzelergebnisse, so ergibt sich die in Abb. 12 dargestellte quanti-
tative Erkldrung des Quantum-Hall-Effektes. Sie wird durch numerische Rechnungen fiir
ein Elektronen Storstellen-System bestitigt (Ref. [9]).

6 Eichargumente von Laughlin

Die experimentellen Resultate zum Quanten-Hall-Effekt gelten bei sehr vielen Substra-

ten und die Ergebnisse sind immer gleich. Sind diese Resultate denn allgemeiner als die



gegebene Ableitung? Warum gilt o = €?/h mit so grofier Priizision? Laughlin [6] hat
versucht, diese Fragen zu beantworten. Seine Idee war es, 0¢/0® auf andere Weise zu
berechnen, und zwar so, dass moglichst wenig Details des speziellen Modells eingehen.
Diese Rechnung ldsst sich dann leicht verallgemeinern.

Kann man Ae/A® fiir ein spezielles A® berechnen, ohne £(®) zu kennen? Was passiert,
wenn ® um ein elementares Flussquantum A® = ®, = ch/e erhéht wird? Fiir den Fall
freier Elektronen geht ® in die Wellenfunktion nur durch

LR, €2y By

2(R) = = (=) + 5 (73)

ein. Die Anderung von ® um ein elementares Flussquantum ist #quivalent der Anderung
von kK — Kk — 1. Die Einteilchenzustinde gehen also ineinander iiber. Was ist passiert?
Ein Teilchen ist aus dem tiefsten besetzten Zustand (2, ~ L) in den ersten unbesetzten
Zustand angehoben worden. Nachdem ein Teilchen gegen die angelegte Spannung gelaufen
ist, hat es die zusétzliche Energie eAUy (pro Landau-Niveau). Es gilt also

Oe Ae eAUy e?

_— = frnd = —— A . 4
9% Ad o, "~ p"AUx (74)

In der Anordnung aus Abb. 7 wird das Hall-Feld Ep konstant gehalten. Dies ist nur
moglich, falls die Teilchen bei z = 0 sofort abflieBen und bei z = L neue Teilchen
nachriicken. Unser System ist also ein offenes System. Die Energie des Subsystems Zy-
linder €4 ist periodisch mit ®,. Fiir die Energie ¢4 des Gesamtsystems bestehend aus
Zylinder + Reservoir gilt Gl. 74.

Diese Resultate kénnen auf einen beliebigen Hamiltonoperator

eq’*)2+v (75)

e —
H=— p; — —A(r;) — ———
(pz c (i) c27rRe(p

2m =

verallgemeinert werden. Das Potential V' enthalte die Wechselwirkung der Elektronen un-
tereinander und mit den Storstellen, sowie das Hall-Feld Ey. Die N-Elektronen-Wellenfunktion
W(p1,+ 5 ON, 21,7+ +, zn) hdngt von 2N Koordinaten (y;, 2;) ab. Der Einfachheit halber
wird im folgenden die z-Abhéngigkeit nicht explizit ausgeschrieben. Es ist moglich, eine
Eichtransformation durchzufiihren

N
Y(p1,-- -, on) = exp (2mi %RZ:%) u(p1,-++, ON) (76)

derart, dass im umgeeichten System ® = 0 gilt. Dazu miissen wir @ = e®/(27Rc) wéhlen.
Dann gilt:
Hslp) = €aly)  und  Ha—olu) = colu). (77)

Die urspriingliche Wellenfunktion erfiillt die Randbedingung

"/J(§01,"',§0i+27f,"',§0N) = ¢(901,"',Q0i,"',90N) (78)



wahrend fiir die umgeeichte Funktion gilt:

e
“(‘Pl""a¢i+27r"",90N) = €xp (—27I'Z %R)U((ph"',ﬁoi,"',@N)- (79)

Fiir ® = ®, ist u periodisch, und das umgeeichte Problem ist identisch mit dem urspriing-
lichen Problem mit ® = 0. Falls der Grundzustand nicht entartet ist, gilt dann |u) = [¢)
und €, = €. Die Energie des Gesamtsystems kann sich nur dadurch gedndert haben,
dass n Teilchen gegen die Hallspannung durch den Zylinder transportiert wurden. Die

Energiedifferenz ist also:

e(®y) — e(0) = —en AUy (80)
und fiir den Strom folgt: A
U
——I,=—en i (81)
)

Falls der Grundzustand entartet ist, und man ® = p®, Flussquanten braucht, um den
urspriinglichen Zustand zu reproduzieren, gilt
n e2

I = ; " AUy. (82)

Die Entartung des Grundzustands scheint eine wesentliche Voraussetzung fiir den rational

quantisierten Halleffekt zu sein. Die Forderung nach der Eindeutigkeit des Grundzustands

trifft fiir nicht wechselwirkende Elektronen nur im Fall voll besetzter Landau Niveaus zu.

Die Streuung an Storstellen ist ein Mechanismus, der die Entartung der Niveaus aufhebt.

Ich danke Herrn Daniel Wortmann fiir das kritische Lesen des Manuskripts.
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