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Prelude

Ein wissenschaftliches Kernziel der Physik ist es die Struktur und Dynamik der Materie zu
erforschen, aus der wir selbst hergestellt sind, die uns umgibt im Kleinen wie im Groflen in
unterschiedlicher Hierarchie an Komplexitédt. Die Forschung beinhaltet die Suche nach den
elementaren Bausteinen, den fundamentalen Kréiften und Symmetrien, die die Wechselwir-
kungen zwischen den Bausteinen der Materie bestimmen, den grundlegenden Eigenschaften
und Freiheitsgraden, welche das physikalischen Verhalten von Materie bestimmt. Diese For-
schung beschéftigt sich mit den drei “Unendlichkeiten”: den elementaren Teilchen der Materie
auf den ganz kleinen Skalen, Strukturen auf den astronomisch grofien Skalen des Universums,
und den komplexen Phdnomenen verursacht durch das Wechselspiel von Zillionen von Atomen
eines Festkorpers oder einer Fliissigkeit.

Die kondensierte Materie und Festkorperphysik nimmt sich den Herausforderungen des drit-
ten “Unendlich” an, den unendlich vielen Teilchen. Zillionen von Elektronen und Atomker-
nen wechselwirken iiber die Coulombwechselwirkung und fiithren so zu einem unerschopflichen
Reichtum an kristallinen und kollektiven Phasen (Gitterschwingungen, Magnetismus, Supra-
leitfihigkeit) der Materie. Das Wechselspiel der Eigenschaften von Teilchen und Quasiteil-
chen mit kollektiven Anregungen fiithrt zu einem reichen Spektrum an Phidnomenen. Die
Festkoperphysik liefert das grundlegende Verstédndnis komplexer Eigenschaften der Materie
und Materialien die relevant sind fiir die Lebenswissenschaften, die Chemie, die Materialwis-
senschaften, die Informationswissenschaften und die Ingenieurwissenschaften. Typischerweise
iiberstreicht die Festkorperphysik ein Spektrum von in etwa 6 Groflenordnungen der Energie
(0.01 meV bis 10 eV). Es ist klar, dass fiir Einteilchenanregungen und Vielteilchenanregungen,
oder deren Wechselwirkungen auf sehr unterschiedlichen Energieskalen, sehr unterschiedliche
theoretische und experimentelle Techniken, Methoden und Verfahren entwickelt und einge-
setzt werden.

Daraus ergibt sich, dass es nicht das (Lehr)-Buch der Festkorperphysik gibt oder geben kann,
sondern viele Biicher mit ganz unterschiedlichen Schwerpunkten. Ashcroft und Mermin emp-
fehle ich, weil in vielen Fillen die Festkorperphysik sehr gut erklirt wird. Kittel’s Quanten-
theorie des Festkorpers bedient sich komplimentér der mathematischen Sprache der Quanten-
mechanik. Fin Kompromiss liegt im Buch von Czycholl vor, das auch moderner aufgearbeitet
wurde. — Entscheiden Sie selbst!

Dieses Manuskript baut auf einer Vorlesung von Herrn Prof. P.H. Dederichs, RWTH-Aachen,
auf und wurde von Herrn Lars Wischmeier, Universitidt Osnabriick, und mir auf die folgen-
de Form gebracht. Sie enthélt noch viele Schreibfehler. Auflerdem ist sie einem sténdigen
Wandel begriffen. Dadurch schleichen sich stédndig neue kleine Fehler ein. Die Richtigkeit des
Manuskripts kann deshalb nicht garantiert werden. Seien Sie beim Lesen sehr kritisch!
Aachen, im SS 2007 Stefan Bliigel
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Teil 1

Bandstrukturen von FestkOrpern



Kapitel 1

Unabhingige und freie Elektronen

Born-Oppenheimer Niherung (Adiabatische Niherung)
Die stationéiren Bewegungen von Elektronen und Atomkernen werden durch die Schrodinger-
gleichung fiir die Wellenfunktionen Vg (7, ..., 717, R',...RN) zur Energie E beschrieben

HUg(R,...,7v, BY, ..RN) = BV (7, ..., 7y, RY, .. RY) (1.1)

Der Hamiltonoperator fiir das System aus Elektronen, mit Koordinaten 7;, Impulsen p; und
der Masse m, und Kernen mit den Koordinaten R", Impulsen P", Koordinationszahl Z" und
der Masse M™ lautet:

1= 1,5 1 AT
Ho= P gy X g
7
Z"e?
4 e 1.2
Zm_rﬂ E;W_m (12)

Wegen 17 < 1 bewegen sich die Kerne ¥ ~ \/7 sehr viel langsamer als die Elektronen, die
sehr beweglich sind und sich der Kernbewegung praktisch momentan anpassen. Beziiglich der
momentanen Kernlagen sind die Elektronen naherungsweise im Grundzustand.

Fiir gegebene Kernlagen R" gehorchen die Elektronen daher ndherungsweise der Schrédinger-
gleichung:

H AR U(...7%..., .R") = e(...K"..)U(...7...,...R") (1.3)
wobei He]:f” die Kernkoordinaten als Parameter enthélt.

mARY = Y ey Sty 2
R N R AT ]

)

n 7n’ 2
1 Z 2727 ¢ , (1.4)

konstant

Ebenso héngen die elektronische Wellenfunktion W(...7... , ...E") und der Eigenwert (... R"...)
parametermiflig von den momentanen Kernlagen ...R"... ab. Bezeichnet man die Wellenfunk-
tion und den Eigenwert fiir den Grundzustand mit Wo(...7..., .. E") bzw. e(...R"...), so sollte



10

die Gesamtwellenfunktion des Systems Kerne plus Elektronen sich ndherungsweise darstellen
als:

U(.ooy B 8) = X B )00 (. Fn, R (1.5)
Setzt man dies in die Schrodingergleichung ein
. i .

HY(..75..;...R";t) = —;8,5‘11(...7*}...; .R";t) (1.6)

und eleminiert die elektronischen Freiheitsgrade durch skalare Multiplikation mit ¥*(...7...;
...R™) und Integration [ ...dr;..., so erhélt man niherungsweise einen Hamiltonoperator allein
fiir die Bewegung der Kerne:

D\ 2
{Z (. +50<...§n...>} X1 = o 4o

Hier tritt der elektrische Grundzustandswert €y zu den momentanen Kernlagen
als ein Potential fiir die Kerne auf, das deren Bewegung bestimmt (adiabati-
sche Niherung). Die elektronischen Freiheitsgrade sind ansonsten vollstéindig
eleminiert worden.

Die adiabatische Nédherung ist nicht exakt, da bei der Skalarproduktbildung Terme der Form
(1.8) und (1.9) vernachléssigt werden.

12 _ . . _
Z——QMnaﬁnX(..R”) : /...dri\llo8én\110(...ri...;...R”...) (1.8)
Z—QMHX(..R”)-/...dﬁ\l}é@En\Ilo(..ﬂ...;...R”...) (1.9)

Selbst mit diesen Termen wire aber Gleichung (1.4) nicht exakt, da der Ansatz (1.5) nicht
vollstandig ist. Vielmehr mufl man bei der Entwicklung beliebige angeregte elektronische
Zusténde U, (...75...R"...) zu den momentanen Kernlagen zulassen:

V(i B ) = xal i B (1.10)

Die Kernbewegung induziert dann Ubergiinge zwischen angeregten elektronischen Zusténden
U, und Vg , mit Matrixelementen

(Vo O U5) und (U, 0% W) (L11)

Jedoch sind diese Matrixelemente i.a. klein. Da W, (...7%...E"...) im wesentlichen nur von

den Differenzen 7, — R", T — R" zu den Kernlagen abhingt, hat der Beitrag (1.9) die
Groéflenordnung

m P ;
3 W(%M{...R”...)

n,i
Summe iiber alle Elektronen 4 nicht wichtig wegen
Fermi-Dirac Entartung: nur Elektronen mit Energien

im Bereich Er + kT konnen Anregungen machen!
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wenn man die Ableitung 0z, durch Ableitungen nach elektronischen Koordinaten ersetzt.
Daher ist dieser Beitrag um einen Fehler 7 kleiner als die kinetische Energie der Elektro-
nen, die wiederum die gleiche Grofenordnung wie der Eigenwert £o(...R"...) hat. Analog kann
man auch Abschétzungen fiir die anderen Glieder machen. Terme der Form (1.8) mit Matrix-
elementen (¥, Oﬁn‘llbem) sind demnach ~ y/mM™ und daher die fiihrenden Korrekturen der

adiabatischen Néherung.

Wenn der elektronische Grundzustand eo(...R™...) fiir alle Kernkonfigurationen oder fiir einen
hinreichend groflen Wertebereich der R™ bestimmt worden ist, kann im Rahmen der adia-
batischen Nzherung (1.6) die Wellenfunktion (...R"...,t) fiir die Kernbewegung bestimmt
werden. Eine hinreichend genaue Bestimmung des elektronischen Grundzustandes ist erst in
den letzten Jahren im Rahmen der Dichtefunktional-Kerne moglich geworden. Dies soll im
2.Teil der Vorlesung behandelt werden. In der Praxis macht man meist empirische Ansétze
fiir 50(...ﬁ”...), z.B. in Form von Zweikorperpotentialen.

1.1 Freie Elektronen

Die stationdre Bewegung eines Elektrons wird durch die Schrédingergleichung
n? 92
{———_Q + V('F)} Up(F) = EVg(T)

beschrieben. Wir werden im Folgenden die thermische Bewegung vernachléssigen und die
Kerne aud den idealen Gitterplitzen des Gleichgewichtzustandes fixieren. Dann ist nur noch
das elektrische Problem zu l6sen, ndmlich die Bewegung eines Elektrons im Potential der
ruhenden Ionen und im Feld aller iibrigen Elektronen. Das resultierende Potential V(7) ist
dann Gitterperiodisch und dann ndherungsweise als eine Superposition von Atompotentialen
U Atom (7'— R™) dargestellt werden.

V(7) = V(F+ R") = ZvAmm (7 — R")

Beispiel: Al, Kernladunsgzahl Z=13

va(r) .
/Eg s, Eap Atomkonfiguration
Rumpf- K-Schale 1s?> E;, ~ —1500eV
elektfonen L-Schale 25?2 Fy, ~ —120eV
2p%  Eyp ~ —100eV
—'/E o M-Schale 3823]91 E ~ —5eV
7 2s, 22p
Valenelektronen
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Das Potential v4(r) ist fiir kurze Absténde identisch mit dem “nackten* Kernpotential —2782,

dagegen fiir grofile Absténde stark abgeschirmt (n&herungsweise exponential: —ZTEQe_””’).
Im Festkorper verbreiten sich die diskreten Atomniveaus zu Béndern infolge des Uberlappens

der Atomwellenfunktionen.

Beispiel: 2-atomiges Molekiil (eindimensional)

v(x)

[SJiSY
[SJiSY

Wegen v(x) = v(—z) sind die Eigenzusténde entweder symmetrisch (Vg(x) = Ug(—z)) oder
antisymmetrisch (¥ 4(z) = —W4(—x))
Wsa(@) = o= {Woe ~ D £+ D} 4 i d - fiir anti
xr) = — x— = x4+ - tir sym. und - fiir antisym.

S,A NG 0 5 0 B ) Y Y

\ a Fiir einen endlichen Molekiilabstand a spaltet
daher das zweifach entartete Atomniveau Ej

Ea(a) auf in die Energien Eg(a) und E4(a) der sym-

a

metrischen und antisymmetrischen Zusténde.
(sym.: Anhdufung der Ladung zwischen den
Atomen

anti.: Anh#ufung der Ladung im Auflenbe-
reich)

Fol_\

E

~—

\

Im Fall einer linearen Kette aus N Atomen im
Abstand a erhalten wir IV verschiedene Eigen-
funktionen und Eigenwerte E;(a),i = 1,..., N,
die im Grenzfall N — oo ein dichtes Band bil-

!
Ey
! den.

Bandbreite

nochmal Al: Aufspaltung der inneren und dufieren Schalen (qualitativ)
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2s Valenzschale:
beim Gleichgewichtszustand ag sehr grofie Auf-
spaltung und vollstindiger Uberlapp des 3s, 3p
2p  Bandes innere Schalen:
Aufspaltung vernachlassigbar

In Folge der groflen Aufspaltung verhalten sich die Leitungselektronen fast wie freie Elek-
tronen. Das Potential V' (r) kann in einfachster Ndherung durch eine Konstante Vj ersetzt
werden.

a 3a 4a

Bei geeigneter Wahl des Energienullpunktes kann man Vy = 0 ersetzen. Wir setzen bei die-
ser Betrachtung voraus, dafl wir die Elektronenstruktur eines Festkorpers durch ein einfaches
Potential V() beschreiben konnen. Dies vernachlissigt total den Vielteilchencharakter des
Problems, da die Elektronen nicht nur mit den Kernen, sondern auch untereinander wechsel-
wirken. Diese Wechselwirkung ist extrem wichtig und wird im Teil IT der Vorelsung (Elektron-
Elektron Wechselwirkung, Kap. 7-9) das zentrale Thema sein. Dort werden wir sehen,dafl man
im Rahmen einer mittleren Feldn&herung (Dichtefunktionaltheorie) die Grundzustandseigen-
schaften des Systems durch ein solches lokales Potential V() bestimmen kann. Insbesondere
wird diskutiert werden, wie dieses “selbstkonsistent“ zu berechnen ist. In diesem Teil I der
Vorlesung (Bandstrukturen von Festkorpern, Kap. 2-6) werden wir das Potential als vorge-
geben ansehen, und nur diskutieren, welche Konsequenzen es fiir die Bandstruktur hat, und
wie diese bei vorgegebenem Potential bestimmt werden kann. In diesem Kapitel werden wir
das Potential V () ganz vernachldssigen und die Elektronen als frei behandeln.

ebene Wellen —% g—; U(7) = EY(F)

Simulation des endlichen Kristalls durch periodische Randbedingungen: ¥(x,y,z) = ¥(z +
ngL,y +nyL,z +n.L) fir alle ng,ny,n, = £1,£2,£3, ...
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ky
e o o ¢ e o o Lésung:
° ° 3 e ° [ (] ik - _’;2
1 2% W, (r) = L31/2 e B = %
o = mit k,, = 2[7;17 = 2L (Va, Vy7Vz)
° Y ° L [ ] [ ] (] V;B,Vyyl/z f— 0 :l:l :l:2 :l:3
I Fiir I — oo fiillen die kj,—Werte den

E-Raum dicht aus.

Zustandsdichte z(F)dE =Zahl der Eigenzustinde mit Energien zwischen E und E + dFE

Volumen der Kugelschale der Dicke dk

spezifische Volumen pro k-Wert

Ak dk \% V 2m s
= 2= = 2o kd(R) =25 (55)°

2(EYdE = z(k)dk =2-

VEdE mit V = L3

Der Faktor 2 beriicksichtig die Spinentartung, da jeder Ortszustand Wg(ﬁ) mit zwei Spin-
zusténde, | T) oder | |), kombiniert werden kann. Also ist das Ergebnis fiir die Zustandsdichte

E

~ \/E _ V(Qm)%

Grundzustand des Kristalls

Nach dem Pauliprinzip darf jeder Zustand nur einfach besetzt werden. Bei einem N-Elektronen-
System wird daher im Grundzustand bei der Temperatur T = 0 die N tiefsten Zusténde
besetzt, wobei die maximale Energie “Fermienergie* Er genannt wird. Also:

kj’; ka;

1
krp = (37T n)s
n = ﬁ = L :Elektronendichte
4 4 Zelle
Z=Ionendichte=Zahl der Valenzelektronen

b‘=|

Fermienergie
RkZ R o o N2
EF = = 5m (37'(' n) 3

2m
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Anstelle der Dichte wird sehr oft auch der Radius r — s einer Kugel angegeben, die jedem
Elektron im Mittel als Volumen zur Verfiigung steht.

l:K:%_‘ETs

n N Z 3%

Ein typischer Wert fiir kp ist kp ~ 1A~!, was ein?r Fermieenergie von Er = 3.8eV entspricht,
bzw. einer Dichte von n = ; L bzw. ry = [I7]3[4] = 1.924
us

)
243

Tihle 1.1
FREE ELECTRON DENSITIES -OF SELECTED METALLIC ELE- Tabie 2.1
MENTS" FERMI ENERGIES, FERMI TEMPERATURES, FERMI WAVE VECTORS, AND
Py = e Al - EFERMI YELOCITIES FOR REPRESENTATIVE METALS
L (78 K} 1 4.7 BTt 125 ELEMEMNT rfme  Er T ks F
b (5 K) t 65 208 193 Li 326 AMeV S5« 1K 12k 10comT! 129 x 10" empeoc
K (5K} L 140 257 484 M 3 3 377 92 107
Rb (5K} 1 113 275 320 .4 RER- R} 1af 03 .86
Cr (5K) | 0# 20 562 Rt o ¥ hAE] 0. 2]
Cu 1 B47 1.4 .67 s 362 .59 1.84 IE6S .15
As 1 5.86 60 i Co 26T 00 H16 L3 L.57
Al 1 S96 L3 181 Ag LG ¥ 6,38 L L3Y
Be 2 4.7 099 157 Au 30 553 642 2 1.4
Me 1 41 11 1] Be 18183 16d L9 135
Ca 2 441 143 327 Mz Mo 208 33 [ | Sy
5r 2 155 18 157 Ca 137 469 S LAt 1.2%
Ba ] 115 196 E&d Sr KA X0 437 10z 114
Nb 1 5356 1.63 107 Ba iMoo i 433 L 113
P 2 1 112 PR Mb Eifl *32 {3 H] 114 a7
Mn ) 2 185 113 214 Fe ERERS N 110 1 Loy
n z 132 122 230 Mo 214 0% 137 100 L4
Cd 2 9.27 1.37 158 Zn 1M aar Tl [ [}
He (M K] ] B35 1.40 265 o 3% W ey 14t 162
Al 3 181 118 2.07 Hg 155 I3 ®29 13 1.5%
Ga k) 154 116 119 Al X 136 175 10
In 3 1.3 12 241 G 219 A 12,1 .0 192
Ti 3 105 1.3 148 In 14 B3 L) £ 1
Sn 4 14.8 117 L T e s 946 146 169
Fb 4 132 L 110 Sn 202 118 .64 150
Bi 5 4.1 1.19 L Bh 2 e 11 .58 L3
E:1 5 I 113 204 Bi ek LR 115 1.l 1.%7

Sb 214 1049 117 170 196

“AL roam winperstere {abaor 300 K and stmpsphers pressure, onless s
otherwise nales, The radiusr, of the fres slectron sphere s defisesd in Eq 113] * The nable'sninas are eloudiaied From the values of ra, piven in Tainle 1] using m =
We have srbdirarily salocied o valuc af 2 for those elemenis that displuy Sl 10° % gume

mare thas one themical vaknee The Drude medel gives e Lheoreiical

basis Eor the choite, Malues of i ure Laved on dete from B W. G, Wyckolf,

Crysial Simerurer, 2ind el inlerscience, New Yark, 1963,

h? h? 2 m
EF = %k’% = %(371'2?7/)3 = HTF = EU%‘
Mittlere Energie pro Elektron:
Ep Ep
[ ez(e)de [ ezde
E o 0 _ 0 _ §E
- Er - Ep - 5 F
[ z(e)de [ e2de
0 0

Anregungen des Grundzustandes durch Impulsiibertrag hK auf ein einzelnes Elektron (Ein-

teilchenanregungen)
a) K < 2Kp
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K
nur Elektronen
aus diesem bereich
kénnen angeregt

werden und landen

besetze Fer- in diesem Gebiet

Impuls k£ des Elektrons nach dem Stof3:
kp <k<kpr+K
Energie nach dem Stof3:

th < h2k2 S h? (]{jF+K)

2m—2m

mikugel
Energieiibertrag AE:
0 < AE < U (kr + K)? Ik
~~ - — 2m F 2m
Minimum _
Maximum
b) K > 2Kp
Alle Elektronen kénnen angeregt werden:
—— ——
' min. Impuls max. Impuls
nach dem nach dem
besetze Fer- - StoB StoB
mikugel Energie nach dem Stof3:
2 21.2 2
T(K — kp)? < B < I (kp + K)?
mogliche Energleubertrage AFE:
h? h2k2 h? h2k2
— (K —kp)? - —E<AE< —(kp+K L
o S T
minimal Ubertrag maximaler Ubertrag
AE(K)/Ep AFE . (K)/Ep
6 T / 7

l AEmin(K)/Ep
K/Kp

mogliche Einteilchenanregungsenergien bei ge-
gebenem Impulsiibertrag K:

nur Energieiibertrige im schraffierten Gebiet
sind erlaubt.
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1.2 Fermi-Dirac Verteilung

Problem: Beschreibung des elektronischen Grundzustandes fiir 7' > 0
kanonische Verteilung:

N

I

Wahrscheinlichkeit das System im Zustand j mit der Energie £} zu finden:

Ein System von N Teilchen bei vorgegebenem
Volumen V und Temperatur T (Wérmebad).

w— B (V.N)/KT

kanonische Zustandssumme:

Z =Y e BN = 7, (T, V,N)
J
(“Helmholtz’sche®) freie Energie
F(T,V,N) = —xTIn Zg

groflkanonisches System:

1

174 Ein System mit variabler Teilchenzahl im Vo-
lumen V' und mit Temperatur 7. Anstelle von
N wird das chemische Potential u vorgegeben
(8hnlich, wie man an Stelle von V' den Druck

% T p vorgeben kann).

Wahrscheinlichkeit im System bei vorgegebenem V und T genau N Teilchen, und zwar im
Zustand j mit der Energie £;(N), zu finden :

L BNk | uN/sT

e,

groffkanonische Zustandssumme:

Zg =33 e PEN) o=
N
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groflkanonisches thermodynamisches Potential:
U(T,V,N)=—kTInZg

mittlere Energie (=innere Energie):

E(T, ) ZG ZZE e B(E;—pN)

mittlere Teilchenzahl N

=
I
=
™
=
Q)
=
RS
t‘
2
I

N(u,T)

Die Umkehrung dieser Relation N(u,T) erlaubt die Bestimmung des chemischen Potentials
p = u(N,T). Damit 1i8t sich dann auch die innere Energie E(T,u(N,T)) = E(T,N) be-
rechnen. Die groflkanonische Verteilung erfreut sich grofier Beliebtheit, da man viele Gréflen
mit ihrer Hilfe einfacher berechnen kann als mit der kanonischen (oder mikrokanonischen)
Verteilung.

Fermi-Dirac Verteilung: Wir betrachten ein System nichtwechselwirkender Elektronen (d.h.
unabhéngige, aber nicht notwendigerweise freie Elektronen: ein externes Potential ist er-
laubt!). Fiir dieses System ist die gesamte Energie E und die Teilchenzahl N gegeben durch

N = Z Neg , B = Z €aNa €q = Einteilchenenergie

Dabei gibt no, =0 oder 1 fiir Fermionen.

Gesucht: 7, (7T, 1) mittlere Besetzungszahl des Zustandes o

S na=N
o [e%
=B (ca—p)na —B> (ea—p)na
ooy S SEL e
N=0ni,n2...=0,1 ni,n2...=0,1

Summiert wird iiber alle méglichen Zusténde ni, no..., wobei die Summe aller Besetzungs-
zahlen Zna = N sein muf}. Diese Doppelsumme ) E ist gleichbedeutend mit der Sum-

N ni,n2..
mation Y. ohne Nebenbedingung. Wegen
ni,na...
[e.e]
Z e~ BE1—pn1—B(ea—p)n2—Blea—p)nz—.. H Z e BEa—mna
n1,N2,N3, .. a=1 | na=0,1

erhilt man

Zg = [+ e e
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d.h. die verschiedenen Zustidnde « sind unabhéngig voneinander besetzt. Daher ist

Z naefﬁ(i‘?a —H)na

na=0,1 e~ Plea—m)na 1

Na = 6—/8(5(1—#)”04 - 1+ e_ﬁ(ea_:u‘)”a - eﬁ(aa_l‘)na +1

na=0,1

also:

Fermi-Dirac Verteilung

a(T\ 1) = eaiomm T

4kT
() "
1 w—e>rT
O Lt
e PE= e — > KT

Fiir groBe ¢ (¢ — p > kT) erhiilt man das klassische Ergebnis n(s) ~ e %€ der Boltzman
Statistik.

n(e) Fiir nomale Temperaturen ist die thermische
1 T=0 “Aufweichung® der Fermiverteilung sehr kein,
da typische Fermienergien Ep = KTp(~ 5eV)
sehr hohen Entartungstemperaturen 75 (~
€ 58.000K) entsprechen.

1.3 Berechnung thermodynamischer Groflen (u(7), E(T), cv(T))

chemisches Potential 4(T): berechnen durch Umkehrung von N (u, T).
mittlere Teilchenzahl

) 00 ) 0o q )
N = /dsz(s)n(s) = /dsz(s) e e N(p,T)
0 0
= OOd Ood L
= EZ(E)+ EZ(E) m—S(M—E)
0 0
1 0
Fle—p) s(x)z{ 0 o
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F(e—p) ist antisymmetrisch nur ¢ = p+O(KT)
=1 1
Y
2

stark lokalisiert. Daher ersetze z(g) durch
Z(e) = z2(p) + (e — )2 (w) + ...

Die Integration iiber € kann auf —oo < ¢ < 400 ausgedehnt werden, da der dabei gemachte
Fehler von der GréBenordnung e ## ~ =100
liefert der Term z(u) keinen Beitrag.

Ngo/z(s)dg+z'(u) QO/dx

ist. Wegen der Antisymmetrie von F(e — p)

€z "
e +2"(w)...

@

% [y otr=

0
Da p(T') wenig von pp(0) = Er abweicht, entwickelt man das erste Integral linear in pu(t) —
14(0).

N2 [ deez(e) + (p— Ep) 2(p) + z/(EF)Z%Q(nT)2

Da sich die Teilchenzahl nicht mit 7" dndern soll:

Daraus ergibt sich:

Sommerfeld-Entwicklung

() = Bp — 5225 (xT)?

Dieses Ergebnis, das, wie die anderen Resultate in diesem Abschnitt, fiir wechselwirkungsfreie

Elektronen giiltig ist, zeigt, dass sich das chemische Potential kaum mit der Temperatur
dndert. Speziell fiir freie Elektronen erhiilt man wegen z(e) ~ /e

72 (kT)?
T)= Ep— =207
pre(T) 5 By

innere Energie E(T)

E(T) = /dsez(s) !
0

6’8(8_”) + 1
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Die folgende Rechnung ist ganz analog zu oben, nur mufl man z(e¢) durch € z(¢) ersetzen.
n

E(T) = /dssz(s)

0
—_——

Ep
Of decz(e)+EF 2(Er) (b—Er)

e}

1
d - _
+ / 3 € z(e) {eﬁ(su) 1 s(p E)}
o0 pa(u)+(z(p)+pe (1) (e—k)
Ep )
E(T) = / deez(e) +Ep z(Er)(n — Er) + %(HT)Z(Z(EF) + Er 2 (Er))

E(0)

Unter Beriicksichtigung des Ergebnisses fiir p(7") erhélt man

E(T) = E(0) + = 2(Ep) (vT)?

spezifische Wirme ¢y (T) (pro Elektron)

1 OF 72 2(Ep)

D=5 or|, "3 N

fiir freie Elektronen:

z(Er) K(Qm)% JEr 3 1

N N 2m2h3 2 Fp
Ep = %(?m?n)%
BT = /@%22—?
S B SR

Die spezifische Wérme ist sehr klein im Vergleich zu dem Wert fiir ein ideales Gas klassischer
Teilchen: cvklaSS = 3k, also etwa um einen Faktor 100 — 1000. Der Grund ist das Pauliprin-
zip. Nur Elektronen in einer Kugelschale der Breite AF ~ kT < Er an der Fermienergie
konnen thermisch angeregt werden, wihrend bei einem klassischen Gas (wegen der Boltz-
mannverteilung) alle Teilchen angeregt werden kénnen.

Die elektronischen Beitrédge zur spezifischen Wéarme kénnen nur bei tiefen Temperaturen ge-
messen werden. Bei hohen Temperaturen iiberwiegt der Phononenbeitrag ¢y ~ 3x fir T >
©p), der jedoch bei tiefen Temperaturen wie T2 ausstirbt, so dass dort nur der elektrische
Anteil ~ T iibrig bleibt. Experimentelle Werte der elektronischen spezifischen Wirme (pro
Mol, d.h pro Z, ¢ - Na-Elektronen, N4 =6 - 10%3.

cv(T) =T
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Fiir freie Elektronen ist

7'('2 I€2 m7r2 I€2

= NuZyu B~ Nz 8
YFE Aliyel 2 EF Aliyel 72 (37r2n)%

Da ypg ~ m ist, definiert man iiber das Verhéltnis

YFE m

eine effektive Masse m*. Quelle: Ashcroft-Mermin Die y-Werte fiir die Alkalimetalle und

Tabde 23

SOME ROUGH EXPERIMENTAL VALUES FOR THF, COEFFOIENT
OF THE LIFEAR. TERM IN T GF THE MOLAR SFECIFIC HEATS
OF METALS. AND THE YALUES GIYEN BY SIMPLE FREE

ELECTROM THEORY
. FRLED HLECTHOM ¥ MEASURER T HATH I~

ELEMENT (in E0™° calmole™ 'K ") {em™ fam}
Li L3 43 15
Ma 16 13 1%
K <40 47 1.2
R 46 A ] 1.3
o] 53 73 1.5
=T} e |6 13
LY 1.5 3 1.1
A L5 1.6 1.1
Be 1.2 1.3 041
Mg 4 12 12
Ca 16 6.5 3
e £3 &7 141
Ba 47 6.l 1.4
Mb [E] 0 11
Fe i5 i ki
Mn Li 44 iy
Zn 18 .4 7t
Zd 23 i3 Wwia
Hyg 4 51 L
A 33 LS 1.4
G 34 1.3 Al
Iy 9 4 1.5
T kN ] L] 1.t
En 33 4.4 1.3
Bh 18 i HL
Bi 4.3 0z LIKT
St i% 1.5 .34

* Sinee the theareticat vakue of v s proponions) wo the density of kvels ol
1he Fermni Levet, which in quen i propeciional to the ckeolionic maze ar, one
sometimes defineg 4 spetific fisat elfective mass mr* so tha an* e 5 Lhe ruin
of the measured 7t vhe rse sleciron y. Beware of identifying Lhis specific aca
effzclive mass with any of the muny olhear elfeviive muses wod ia solid-stuie
ihency, (See, for cxampte, the indey sn it under “effective mass™)

die Edelmetalle deuten auf ein freies-Elektronen-Verhalten hin. Die hohen Werte fiir die
Ubergangsmetalle (z.B. Fe, Mn, Nb) resultieren von sehr hohen Zustandsdichten der d-
Elektronen (siehe Kap. 5) die sich durch Bandstruktureffekte erkléren lassen. Kiirzlich wurden
Materialien mit extrem hohem spezifischen Wiarmen entdeckt (“Schwere Fermionen®), die auf
starke “Korrelationseffekte“ beruhen. Beispiele:

Ce,Cus, Siy : ™ =~ 380

m

U, Pt3 cy 22 1.110- 1074 =<,

mol-K?

Typische Werte fiir die effektiven Massen sind bei schweren-Fermionen-Systemen: m*/m =
200 — 1000



Kapitel 2

Grundlagen und Bandertheorie

2.1 Blochtheorem
Elektronen bewegen sich im Kristall in einem periodischen Potential
V(7) = V(F+ Rn) fir alle Rn

Die Eigenfunktionen miissen Losungen der Schrodingergleichung mit dem Potential V' (7) sein

[E g evin}ve =sow

“2m

Translationsoperator T4 f(7) = f(7'+ R) bewirkt eine Verschiebung des Arguments 7 um den
Vektor ﬁ, aber eine Verschiebung der Funktion um -R

f(z)

Taf(x) = f(z + a)

0 x —a 0

o0 an

Ty=e": Tof(e) =) 00 f(2) = f(z+a)
n=0

Ty = L , P= %&r Impulsoperator

Hamiltonoperator H = % + V() kommutiert mit 7:
P
[TR’ﬁ,H] — O 5 da [TR’ﬁ, 2m] — O und da.

23
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[Tn, V(7)) = TgaV(7) = V(F)Tz = V(7 + Rn) T — V(7 Tn =

Da H und Tj; kommutieren, kann man die Eigenfunktionen ¢ von H so wéhlen, dass sie
gleichzeitig Eigenfunktionen von 7T'z; sind.

HY =EY , Tpap =M

Beweis T H = H(T:v) = E(Tz:1)

d.h. falls ¢ Eigenfunktion von H zum Eigenwert F ist, ist auch 755 Eigenfunktion von H
zum gleichen Eigenwert. Falls E nicht entartet ist, miissen ¢ und T’z bis auf Phasenfaktoren
A gleich sein.

Tg:p = \p A= Eigenwert von Tg;

Falls E entartet ist, kann man immer Linearkombinationen der entarteten Eigenfunktionen
Ve, Ho = E1),, finden | derart dass diese auch Eigenfunktionen von T'z; sind.

Die Eigenwerte A von T; = en TP sind durch

gegeben, da die Eigenwerte des Impulsoperators p durch hk gegeben sind. Da Ap periodisch
im reziproken Gitter ist, kann man k auf die 1. Brillouinzone beschrénken.

Eigenfunktionen 17 (7): Tﬁﬁl/}]g(F) = (7 + R") e 4 (7)

Der Ansatz ¢ (F) == e*U(F) liefert: Uz(F + R") = U(7)

Losung der Schrodingergleichung:

St

T N 1 oE
V@:Z%%“,%:—/ﬁwwm

- V.
h V.
R KR -
—5, Or t > Vie V(7)) = Ep(7)
h
Blochtheorem:

da Ug(r) = Up(7 + R™) = Z cEeﬂ?h'F

Anderer Beweis des Blochtheorems: Ein Probeansatz fiir die Losung der Schrédingergleichung
ik

in Form einer ebenen Welle 1 (7) = coe’™" fiihrt nicht zu einer Lésung, da durch die Streuung

am periodischen Potential Sekundirwellen ci(F+EM)F

V(R = V(P)eoe™ = Viege RO
h
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erzeugt werden, die durch Braggreflexion an den zu Kh gehorigen Gitterebenen entstehen. Der
Ansatz ¢ (7) = Z c,;,e"(k*K ") fithrt dagegen zu einer Losung, da die “neuen Sekundirwellen
i(F+ KR+ K7 )i
Z Vicie
h,h!

schon in dem “alten® Satz k + enthalten sind, da K Ch + K = K wieder ein reziproker
Gittervektor ist.

Gleichung fiir die Entwicklungskoeffizienten ¢
R = 2R i(k+ KR )7 o i(k+REF R e
Z (it KM? — ) cge + > Ve =0
Substitution: K + k¥ = KF = KM = KF — gh
R = oh - iR+ ER)F
Y3l R+ KN —E) Cit D Vi g e =0
h
Es ergibt sich ein unendliches System linearer homogener Gleichungen,

h? H
<2m(k: >C’ +Z i =0

das nur Losungen hat, falls

- ;Z ~
det <2m (k: ) E) (557}-{, + Vﬁfﬁ/ =0

Fiir jedes k verschwindet die Determinante fiir eine unendliche Zahl von Eigenwerten F =
E,(k),v=1,2,3,..., die man z.B. der Gréfle nach ordnen kann
Ei (k)< ...<E,(k) < Eyi1(k) < ...

Alle Energien fiir ein festes v und fiir alle k in der 1. Brillouin Zone bilden das v-te Band.
E, (k) ist stetig, da man fiir benachbarte k &hnliche Ergebnisse erhlt.

By (ke)
El(ko )\ :
: - 3. Band Qualitatives Bild von E, (k) fiir eine
EQ(]CO i‘ Ub 1 . . I [N
S . |} erlapp bestimmte Richtung € von k = ke.
: 2. Band
T ! }Liicke “Verbotene“ Energiebereiche:
| Bandliicken, z.B. zwischen 1. und 2.
- 1. Band Band, und Energien unterhalb des 1
: l Bandes.
B3 (ko J—= :
k
Ko Grenz$e der B.Z.
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Normierung im endlichen Volumen

Nody

Normierungsvolumen V = NV, = Ny - Ny - N3 -
Vz
S Periodische Randbedingungen:
. . (' + Nrai) = ()
caf ] G(F+ Nodp) = 9(F)
a Y(7+ N3az) = ()

Nydy
Diese Randbedingungen sind nur fiir diskrete EN—Werte erfiillt
» 17 27 37 - :
k# = 'u—bl + lu_bQ + ]/i]._gb:') (H17H27:U’3) =K ganzzahhg

ik (F4+N1dy) ik,

dae = etfru” gein muss.
by
N ) ) ) o
— ' Jdrig (P, ) = Su by
]2\[_7; by N k-Werte in der 1. Brillouinzong
Volumen pro k-Wert: % = (]3,7%

Jedes Band enthilt N-Zustdnde in der 1. Brillouin Zone!

Normierung im unendlichen Volumen: k-Werte dicht

+00
/ dryy (Fg . (F) = §(k — K')8,_,, Normierung

> / dky? (M, (i) = 6(F — i) Vollsténdigkeit

Alle k-Werte aus der 1. Brillouin Zone und alle Bénder bilden ein vollstdndiges und ortho-
normiertes System.
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2.2 Gruppengeschwindigkeit und Zustandsdichte

Der Bloch’sche Vektor E, der zusammen mit dem Bandindex v die Eigenldsungen 17 (7)
(Blochwellen) charakterisiert, ist nur bis auf ein Vielfaches eines reziproken Gittervektors K"

bestimmt, da die Eigenwerte des Translationsoperators 1Tz; = e#PE" periodisch im reziproken

Gitter sind (eiﬁﬁﬁ - ei(];+[_('ﬁ)ﬁﬁ)' Zu festem Bandindex v sind daher die Eigenfunktionen
¢EV(F) und 1/1,;”;-;;,1,(7?) identisch:

U (7) =Yg, i, (7). E,(F) = B, (K + K")

Die Bandstruktur ist daher periodisch im reziproken Gitter, und ohne Einschrénkung der
Allgemeinheit erhélt man daher schon alle Losungen, wenn man k auf die erste Brillouinzone
beschrinkt. . .

Im Gegensatz zu einer ebenen Welle e**”, die Eigenfunktion zum Impulsoperator 7ist (pe’*” =

hEeiEF), ist eine Blochwelle 1 () keine Eigenfunktion zum Impulsoperator
- - 7 el 7
Py, (1) = Nk, (7) + €™ = OU, (7) # Tk, (7)

Trotzdem ist der Bloch’sche Vektor k in vielerlei Hinsicht eine Verallgemeinerung des Impulses
p fiir einen Kristall und ik wird daher auch oft als Quasiimplus bezeichnet.

Wihrend bei einer ebenen Welle die Geschwindigkeit durch vz = % gegeben ist, gilt dies fiir
Blochelektronen nicht. Vielmehr erhilt man fiir die Geschwindgkeit einer Blochwelle ¢ (7).

1 95, (k)
kv h aE

Strom einer Blochwelle

— h s * r

o) = o (U0 7) — Ui Pr03,7)

h (BREL R Yo 7 2h 7 R
SR R Ry

B!
Mittelwert iiber eine Einheitszelle: VL / CHRT=RI)r g — Op
v._h SO+ B ey
jEﬁ m = h
h

Summe der Partialwellen aller Sekundarwellen

. R . L - ~
DG H%(k + K")? - Eu(k)} i+ > Vi i =0
}_,:/
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. B2 i OE,(K)
0> i = Z{E(kJrKh)— - }\c;f
= = k
h h
oct B2 L s .
+ > 85- (%(k—l—Kh)Q—E)Cﬁ—l—ZVh G
7 i
=0
h2 — — 7 ~ ac*
—(k+K™"? - E)c | Cog e
+ Z (G F+ K" = B)e + 3 Vi e, >
h h!
=0
OBy (K Eo R
Also ,—liEa—(k)Z|cH|2 = %Z(lﬁJrK ez |?
h
. 1aE ,,(“) 1 . .
5= Z\ Gl =3 3 [ g, 0F

z

mittlere Dichte

Zustandsdichte n(E)

n(E)dE = Zahl der Zusténde pro Elementarzelle mit
E < E,(k) < E + dE fiir alle v und alle k in 1. B.Z.

V. - -
n(E)= Y2V / AR 5(E — B,(F)), /dEnZ,(E) i
v o(2m)?
1.BZ
o lE) 2 Zusténde (Spin T u. |) pro
! Band v und pro Elementarzel-
le
freie Elektronen:
E v, o %
~VE n(E) = 2(2;)3 71010 dk O(E — o™ )

Z(E)

dk = dQk2dk = dQ 2 kd (ﬁ2’<f2)

m3/2
()= Lo 3V

Umformung des B.Z.-Integral: Oberflichenintegral iiber Fliache E,,(E) =
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dk = dFdk,
dk, -
dF = dF _dE, (k
dk . dE,(k (%)
. dF dE, (k
E,(k)=E = (ﬁ)
\grad E, (k)|

n(E) =2 v 5 / dF %
(2m) J |grad E, (k)|
E,(K)=E

-

Integrand divergiert an Stellen grad E, (k) = 0 (kritische Punkte). n(E) divergiert jedoch
nicht fiir solche Energien, sondern zeigt ein Wurzelverhalten

n(E) = konst. + ¢/ E — E. bzw. {\/E.— E

d.h. die Ableitung % divergiert (van Hove Singularitéten).
Fermienergie Ef:

Er
/ dEn(E) = Z Zahl der Valenzelektronen (z.B. Z = 3 fiir Al)
0

Durch diese Gleichung wird die Fermienergie Er als hochster besetzter Zustand (Ep = che-
misches Potential) bestimmt.

Fermifléiche: Fliche E, (k) = Ep (wichtig fiir Transport)

Metalle: n(Er) > 0 endliche Leitféhigkeit bei T'= 0

Hableiter und Isolatoren: n(Er) = 0 keine Leitfihigkeit bei 7' = 0

Valengband Halbleiter:
Bandliicke AE < 3eV

nd Isolator:
Bandliicke AE > 3eV
Ubergang ist flieBend!

Leitungs

Er

i E

AFE

Kristalle mit einer ungeraden Zahl an Elektronen pro Elementarzelle sind immer Metalle; denn
das letzte Band ist nur teilweise gefiillt und daher ist n(Er) > 0. Kristalle mit einer geraden
Zahl von Elektronen kénnen dagegen Metalle oder Halbleiter /Isolatoren sein, ob oberhalb des
letzten Bandes ein Bandiiberlapp oder eine Bandliicke vorliegt.
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2.3 Symmetrien der Bandstruktur

Ausgangspunkt:

(ﬁiagwm) = B(Fy, (1)

2m
Ty, (7) = " i, (7

Frage: Wie iibertragen sich Symmetrien des Potentials auf die Bandstruktur EV(E)?

s cilk = ¢ )
VY en(™) = g, (), E,(k+K") = B, (k)

Die Wellenfunktionen und Eigenwerte sind periodische Funktionen im reziproken Gitter.

b) V(7) = V*(7) relles Potential = Eigenwerte E, (k) reel (da H = H™)

2 -
{2+ v = BB o)

T =Tt Tgats (F) = e 7 g (7)
= U5 (N =V 5, (7) . E(k) = By (-F)

-

Bei rellem Potential zeigt die Bandstruktur E ,,, (k) = E,(—k) immer Inversionssymmetrie
im reziproken Gitter (auch wenn das reale Gitter keine Inversionssymmetrie hat).

c¢) Drehspiegelung:

S = {0, D} als Symmetricelement der Punktgruppe; ebenso S~! = {0, D!}

Substituiere:

7= D7 in der Schrédingergleichung V (7) = V(D7) = V(7), 92 = 9% wegen der Rotations-
invarianz des Skalarproduktes. Also gilt

H (1) ¢y, (D) = Ey (k)i (D)
d.h. ¢z (D7) ist Eigenlosung zum gleichen Eigenwert E, (k) wie Vi, (7)

oy, R° “lo.,)-R1
Tgay, (D7) = D™ gy (DY) = P00 Ry (D7)
—_ 68;/-(DR")¢EV(D7:¥) — e’ikRnw_' (D,’:I)
ei(DE)(Dﬁﬁ)wﬁ (D7)

kv

d.h. ¢ (D7) ist Eigenlosung von T sz = T mit dem Eigenwert eitD E)'Eﬁ/, dem gleichen
Eigenwert wie ¢z (7). Daher miissen beide Funktionen bis auf einen Phasenfaktor gleich

sein (falls keine Entartung vorliegt) und den gleichen Energieeigenwert haben, d.h.

U (DF) ~ g, (F) und E,(k) = E,(Dk)
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Die Bandstruktur E, (k) hat die gleiche Punktsymmetrie wie das reale Gitter. Die Vektoren
k, Dk, und D'k usw. sind daher #quivalent und bilden den Stern von k.

Stern von k fiir das ebene quadratische Git-
ter: 8 dquivalente k-Punkte entsprechend den
8 Symmetrieoperationen.

Es geniigt daher, die Bandstruktur im soge-
nannten irreduzieblen Teil der ersten Brillouin-
zone zu bestimmen. Das Verhalten im iibrigen
Teil der B.Z. ist dann durch die Symmetrie
festgelegt.

Bei einem kubischen Kristall (48 Symmetrieoperationen) ist das Vo-
lumen des irreduziblen Teils der 1. B.Z.= % des Gesamtvolumens.
Als irreduzieblen Teil kann man den “Keil“ wihlen, der von den
Geraden 100, 110 und 111 begrenzt wird (und nach “auflen” vom
rand der Brillouinzone).

Beispiel o
Dk
[ ] ’ L]
k
[ ] l L]
irreduziebler
Teil der
. 1.B.Z.
1. Brillouin Zone
Z y
111
110
100

d) weitere Folgerungen:

\_
-

E, (k)

= 0: Aus E (k) = E,(—Fk) folgt 2L

= 0 falls

—

k
E,(k) bei k = 0 differenzierbar ist. Fiir jede Richtung von
k liegt also bei ¥ = 0 ein Maximum oder ein Minimum

vor.
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Spiegelebene durch Ursprung

ih

k| k+ KP
|-
k
\ /
Grenze der 1. B.Z.
OF,
Flache + ok
E, (k) = konst .
A >Q/ _ /\
+ K

Grenze der Brillouinzone:

Annahme: die Grenze der Brillouinzone
verlduft parallel zu einer Spiegelebene durch
den Ursprung.

oFE, 7
- 2 _
Ok |k auf Z.g.

Auf der Zonengrenze (Z.g.) ist der Gradient
% senkrecht zur Normalen bzw. die Flidchen

E, (k) = konst. schneiden die Zonengrenze in
einem rechten Winkel.

2.4 Bandstruktur in einer Dimension

2m

(_ﬁ_zag n v(a:)) o () = Eihp ()

V(z) =V(x+na)=V*(x) , a=Gitterkonstante

Da das Potential V (x) periodisch und reel ist, gilt fiir die Energiewerte

2
El,(k:):El,(k:—i—%h):El,(—k) . h=0,41,+2

d.h. E, (k) ist eine symmetrische Funktion um & = 0 und k = = sowie k = —Z. Falls E, (k)
an diesen Stellen differenzierbar ist, liegt dort ein Maximum oder Minimum vor.

E,(k)

| |

| |

' Max l -

: Min : Min .-

entweder —

' periodisch fortsetzen
oder : Max :"""M__ax

| |

| |

| Min |

| |

| |

l T k

_z s
a a
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\ Maxima oder Minima an anderer Stelle au-

fler k¥ = 0 und k = +£7 sind nicht moglich;
denn eine Differentialgleichung 2-ter Ordnung
hat fiir jede Energie nur 2 linear unabhéngige
Losungen, z.B.

J---

|
nicht moglich, da 4 linear !
unabhiingige Losungen !

~

Vrv(x) und ¢y, (2)

also. E, (k) variiert monoton zwischen 0 und
+I.
a

_T
a

Aus diesem Grund ist auch ein Bandiiberlapp nicht moglich. Diese Aussage, z.B. nur zwei
unabhéingige Losungen, sind jedoch nur auf eine Dimension beschrankt.

Weiterhin 148t sich zeigen, dass man abwechselnd immer ein Band mit einem Minimum und
ein Band mit einem Maximum bei £ = 0 erhélt, so dass die allgemeinste Bandstruktur in
einer Dimension folgendes Aussehen hat:

E, (k)

Fir Energien in den Bandliicken existieren
auch zwei linear unabhéngige Losungen, aller-
dings haben diese komplexe k-Vektoren und
spielen im unendlichen Volumen keine Rolle,
da sie nicht normierbar sind. Sie sind jedoch
sehr wichtig fiir endliche Volumina, z.B. fiir
Oberflachen und Grenzfléchen.

Bandliicke
k
s s
T a a
Spezialfall V=0: freie Elektronen.
Wie verhélt sich die normale Beschreibung von freien Elektronen £ = % mit unbeschrankten

k-Werten zur Beschreibung in der Bandtheorie mit reduzierten k-Werten in der 1. Brillouin-
zone und verschiedenen Bandern v?

R? 2
(2 (k+ —Zh)? — E> i

det || — — =0
m a

Losungen: E = B, (k) = &£ (k 4+ 22h)2 mit k in der 1LB.Z. dh. —Z <k < T
Die Bandstruktur besteht aus all den Teildsten der Parabeln k2, (k + 2Xh)%, (k — 2Zh)?,
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(k + Z%’Th)2 usw. , die in die erste Brillouinzone fallen. An den Kreuzungspunkten k = 0,
k= £7 ist £, (k) nicht analytisch, z.B. &ndert sich v}, = %—E unstetig.

Man erhilt also ein vollstdndiges System von Losungen, indem man entweder die Parabel
h=0(F = @2—5) wéhlt und unbeschrénkte k-Werte zuldfit (“ ausgedehntes Zonenschema®)
oder indem man k auf die erste Brillouinzone reduziert, dafiir aber alle Parabeldste mitnimmt
(“reduziertes Zonenschema®)

schwaches Potential:

Bei einem endlichen Kristallpotential werden
die Entartungen an den Schnittpunkten der
Parabeliste bei k = 0 und k = £7 aufgehoben.
Es ergeben sich Bandaufspaltungen und infol-
gedessen Bandliicken, die durch die Fourier-
koeffizienten V}, des Potentials bestimmt sind
(néichstes Kapitel). Die Bandliicken sind also
klein, solange das Potential schwach ist

AE Liicke < AE Bandbreite

|
SRk
SEE
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starkes Potential:

Ea(k) Bei einem starken und lokalisierten Potenti-
al sind die Elektronen fest an den Ionen ge-
bunden, so dass die Wellenfunktionen kaum
iiberlappen. Dies ist der atomare Grenzfall.

E, (k) ~ E, Niveau des isolierten Atoms

AFE Liicke > AE Bandbreite
(siehe néchste Kapitel)

|

1

1

|

|

|

1

|

|

|

I

_T =
a a

Bandbreite als Funktion der Gitterkonstante:

a
Valenzband

/ atomare Niveaus

—— Rumpfelektronen
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I Brilfouin-one
AV
a
1 t 1 Erz:';ineam.
v/ AV \J/ s
Britfouin-

5.

Jane

reduziertes Schema

periodisches Schema

ausgedehntes Schema

Abb. 22 Die verschiedenen Darsteliungs-
méglichkeiten der Bandstruktur im k-Raum
am Beispicl einer einfachen ein-dimensiona-
len Bandstruktur: a} reduzicrtes Zonensche-
ma, b} wicderholtes Zonenschema, ¢] ausge-
dehntes Zonenschema '



Kapitel 3

Fast freie und stark gebundene
Elektronen

3.1 Stark gebundene Elektronen (“tight binding*)

Wir betrachten hier den Grenzfall eines sehr starken Atompotentials, so dass die an ver-
schiedenen Atomen gebundenen Orbitale nur wenig iiberlappen. Dies trifft immer fiir die
Rumpfelektrone zu, aber niherungsweise auch fiir die d-Orbitale der Ubergangsmetalle und
die f-Orbitale der seltenen Erden und Aktiniden.

Naherungsweise kann man das Kristallpotential

(n=1)a - als eine Summe von Atompotentialen betrachten
V(i) =Y o - R
In der Néhe von Atom 7 ist
V() 2 u(F— R + AV
Die Atomzustéinde o, (7 — B") erfiillen die Glei-
! chung:
i (~42.02 + 07— B) gl — ) = Bl
x

(n—1)a na (n+1)a

Im folgenden unterdriicken wir den Index v fiir das Atomniveau (E%p, = E°), nehmen aber
an, dass dieses Niveau 2l + 1-fach entartet ist, z.B. | = 2 — 5-fache Entartung der d-Orbitale.
Daher gibt es 5 verschiedene Atomfunktionen ¢, (7) , v = 1...5, zum gleichen Eigenwert E°.
Diese Entartung wird im Kristall aufgehoben werden.

LCAO-Ansatz (linear combination of atomic orbitals) fiir Blochfunktion 9;(7):

37
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Erfiillung des Blochtheorems: ¢ (F) = € TU(7), Up(r) = Up(r+ R™)

Chp = € Cv
bp(F+ RY) = M)
= Civspu (F— B + B™)
[N%
= Z cﬁ—ﬁz,ugpu(F_ ﬁﬁ)
n—m,v

Einsetzen in Schrodingergleichung:

—

nv

=
B da (—2502+u() o, =
E%,

Matrixelementbildung mit ¢,/ (7) (Atomfunktion ¢, bei R = 0)

SE — B S (B) + W (B e, = 0

v

mit
Son(B) = 3 (o (@), 07— BY))
' 507 Uberlappmatrix =5
WornlB) = 3 (0, (1), (V(7) = o7 = B, (7 — 7))
" wO7 (k) Potentialmatrix
Losungsbedingung:

det {(EO ~E) S, (k) + W,,/,,(/%’)} =0 mit /,v=1,..,20 +1
= (20 4 1)-Losungen E, (k) , p=1,...,21 +1
Aufhebung der Entartung und %—abhiingigen Dispersion.
keine Entartung (s-Orbitale, [ = 0)

7 37 h? o =i S
> e, ( ——02+v(F+ R") + (V(F) — (i - R”)) )%(F— R
2m
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7)) ¢, (7)) “Coulombintegral*
(7 — R™) “Austauschintegral®

Cy = Wy, = (o (), (V(7) —

o(
Avi = W (pu (7, (V (7) = o(7 = B7))p
Cl/ + Z AyﬁeZE

- 70
E,(K) = Ey+ -
Y 1+ Z S,,ﬁ'@ZkRn
70
Die grofiten Beitriage erhélt man bei den Summen ) von den nédchsten Nachbarn. In erster
720

Niherung kann man den Uberlapp vernachlissigen (S, 2 0), da er nur die Potentialeffekte

korrigiert.
B (k)= Ey+ C, + Z hRTA
=n.N.
i Beispiel: kubisch primitives Gitter, 6 n.N. im Ab-
stand a
. a Yy EV(E)gEO—i_CV—i_QAV
-(cos kza + cos kya + cos k.a)
x C, <0 (siehe Figur)
anziehendes Potential der ndchsten Nachbarn.
E, (k)
E°+C, 424,
/ Al/ < 0
EY+C, +6A4,
| | <pl,( 7) und ¢, (F— B™N-) haben gleiche Vorzeichen,
x +  Taber V(7 —o(F — R" < 0)
a a
k = 0 ist bindender Zustand
k, = Z ist antibindender Zustand

U, — ikR" 4 (RO
: Ze Pulr ) Uy = p(x) —dp(r+a)+—...

Vo = 6(x) + 6(z +a) + ..
Fiir p-Orbitale kann man auch bindende Bénder mit Minima am Rand der Brillouinzone be-

kommen.
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X0 X0

- im Uberlappbereich haben ¢(z) und
_______________________________ o(r + a) ein entgegengesetztes Vorzei-
ki, chen: A, > 0 (antibindender Zustand)

-z T bindender Zustand bei k = +7:

X0 O

Wannierfunktionen: Es existiert eine exakte Darstellung fiir die Blochwelle 17 , die die Form
des LCAO-Ansatzes hat.

Z kR", (7 — &)

An Stelle der Atomfunktionen treten hier Wannierfunktionen, die an der Stelle R zentriert
sind. Wegen

(zvz)za / df e FE-FT) _ 5.
Y
1.B.Z.

ergeben sich diese zu:

Ungleich den Atomfunktionen, sind die Wannierfunktionen zu verschiedenen Gitterplétzen
orthogonal:

—

/F (7 — B (7 — B
- ai [ aR TR g (70, ()

1.B.Z. 1.B.Z.

S(k—k"S, 1

/

1.B.Z.

= 51/ V’(Sﬁfi’

Wannierfunktionen treten bei einer Fourieranalyse der Bandstruktur auf natiirliche Weise auf
(Ey(k) = Ey(k+E")):




41

Die Entwicklungskoeffizienten E7 sind Matrixelemente des Hamiltonoperators mit Wannier-

funktionen.
<Vi'|H|vi >

<V'i'|H|vii >

/df’w:;/(_’— R
|Z

(2m)?
1.B.Z.

d]; dk/ el’]_{'léﬁ — k

") H w, (7 — ") Hiipfmatrixelement

— ! n

/dwk, () H o (7)

By (R)S(k—K")6 1

8y / dh e FE-R g 7y = 5, B

2r)?

1.B.Z.

Leider sind die Wannierfunktionen nicht so gut lokalisiert, wie dies fiir numerische Rechnun-
gen sinnvoll wére. Sie spielen jedoch eine grofle Rolle in Modellrechnungen z.Z. fiir Transpor-
teigenschaften, lokalisierte Fehlstellen usw. Im Grenzfall starker Bindung (verschwindender
Uberlapp) gehen die Wannierfunktionen in die Atomfunktionen iiber. Sie sind jedoch auch im
Grenzfall eines schwachen Potentials definiert. Z.B. fiir freie Elektronen in einer Dimension

ist die Wannierfunktion des niedrigsten Bandes gegeben durch

+m/a

wi(z —na) = 2i ik L —ik(—na) _ V@ s G (@~ na)
Y

V2T 7 (zr—na)

—7/a

Offenbar ist diese Funktion nur duflerst schwach lokalisiert.
3.2 Fast freie Elektronen

20 - 2R = i(k+RR )7
(—%(/-H—Kh)Q—E) G+ Y Vi =0, vp) =) cpeFtE
g

h/

V=0:

entweder FE = %(E—i— I?H)Q und c; =1 bzw. ¢ (7) = Gik+EM)7

oder FE # %(E—l—[_{ﬁ)Q und ¢; =0
V schwach:
2 Viw
- = h
cp =

-

nur die ¢;;’s kénnen wesentlich von Null verschieden sein, fiir die —(k )2 = F ist.

a) Normalfall:
nur fiir K" gilt: £ = %(k #h)

dann ist cj; groB: ( 2 (E KM —E+ Vo) cr, =
E = %(k + K h) + Vo um Vj verschobene freie Elektronenparabel
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cr, =1 aber alle anderen c;; mit h #* ho sind klein
- Vi-fig

b 22 (kK Ro)2—(k+K7)2 |
b) Sonderfille:

Es gibt mehrere Kh’s fiir die 2—(l<: )2 ~ [ 2.B. 2 Stiick: ¥ = 0 und &" # 0 = ¢p und
¢ groB, c;, klein.

1

,epl <1

0

K2 - ~ ~
<%k2—E+Vo>CQ+V Hcﬁ

m

-~ R L Lz -
V0c0+<2 (/{:—i—K)Z—E—I-V(])cH:O
i

R 2 y G % 72 % 7
= <%k —E—i—%) <%(kz+ ) —E+Vo> = |Vz]7 , da V_; =V falls V() reell

— —

- r? o)1
Ej[(/f):VoJr—{—(/f2 +(F+ EM?) + \/(’f2 + (k- K)?2)? \—V*P}
2m | 2
speziell: k2 = (E—i— I?E) = Ey =Vo+4- 2 k:2 + |V~| Aufspaltung und Authebung der Entartung

h2 =9 o —7\ 2 -
L BR[|V,
5 ‘k + (k+ K")%| > |V}

N Vo + thQ fiir 4+ Zeichen
fiir - Zeichen

iEh
‘/O + hQ(k;—nf )2
Ubereinstimmung mit Fall a): ¢y = 1 und ci; =0 ( + Zeichen)
co=0und ¢z =1 ( - Zeichen)

Kh = (—KH,O, 0) x-Achse in Richtung von —KP
k = (ks,0,0) kyundk, Null setzen:

m 2

- - 2
) k2 + (ky, — KM)? k2 — (ky — Kh)2 2
B2 (k. 0,0) = Vi + o Rt e 2 O <$(g )>Hﬂw2

Die gleiche Aufspaltung tritt an
jedem Schnittpunkt von zwei Para-

beln (k + K™)? = k + K*')? auf.
Aufspaltung:

AE =~ 2|Vl_i—l_z”|
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entsprechend fiir 2-dimensional: k = (kz,ky,0) = Ei(ky, ky,0)
Die Paraboloide k2 + k7 und (k, — K h2 4 k2 spalten an der Schnittlinie auf.
Allgemeiner Fall: k; — k||, ky — kpor parallele u. senkrechte Komponente von k in Bezug auf

K",

E (ky .k, )

k2 = (E + Kh)Q als Braggbedingung:
Die an benachbarten Netzebenen
(L K") gestreuten Wellen sind in
Phase, falls Strecke A— B—C = nA
bzw. falls 2dsin © = nA

Gitterebene

Dies ist identisch mit k2 = (E+Kﬁ)2

— - _'2 e
k2 =k>+ K" +2kK" cos
—sind
K" = 9k sin 9
—90° 2 o 2
Jd=90"+& k:_ﬂ’ Kh 2T
A
n\ = 2d sin 1,

n=1 Grundreflex, n=2,3,... Reflex
hoherer Ordnung (falls K" nicht tei-
lerfremd ist)
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Wellenfunktionen in Braggbedingung (k2 = (k + K 5)2)

Annahme VH > 0:

‘a = +1 27.2
— Rk - -
co _|_{7n Er =5 +‘~/VO + |Vﬁ‘ o
_______ 2 =) C—ﬁ pr —E — — :i:.,—ﬁ g :i: 1 N—'
IR L W gy 2GR v = TSV
-V,
ci
kg
unteres Band z—g =—1: oberes Band ’é—g = +1:
(k. i(;;mﬁ);) 1 o ( ik i(zmﬁ)f) 1
_(r) = e e _(r)y = e +e
() = > e (7) >
- Ch 2h -
L 5 Ry g KT _ _aeFRR e T
2 2
Rh7 Rhz

el
|
X
r

wZE—%}l
¢ o
(s
P

sin-Welle vermeidet Gitterebenen mit abstoflenden Atompotential (f/ﬁ > 0); deshalb hat sie
eine niedrigere Energie als die cos-Welle, die die Gitterebenen bevorzugt.

Flachen konstanter Energie
V=0
2
a) im ausgedehnten Schema: F = QE—ka Kugelflichen
b) im reduzierten Schema: E = %(E + K™M)?2 alle Teile der Kugelflichen E = (k + K")?, die
in die erste Brillouinzone fallen.

Siehe: Schnitte der Paraboloide fiir 3 verschiedene Energien.
F<E'i2 F=xtn

der 1. B.Z.
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V klein:

Bandaufspaltungen; Fliache konstanter Energie mufl Zonengrenze senkrecht schneiden; Ener-
giefliche ist nicht mehr zusammenhéingend. Siehe: Schnitte der aufgespaltenen Paraboloide
fiir 3 verschiedene Energien.

F<z'2 r=£2 PeE

I
I I
1 I
\ PR | . * k
I i N N | | |
e o | o ! b |
| k : ! /
\ . / !
: e o : \\ / s ;
I | \\ // ’
1 1 ST L7
1 1 e .
Grenze Bandlgcke 2. Band an der ~
der 1.B.Z. in x-Richtung, Zonengrenze

Beispiel: Freie-Elektronenfléiche fiir ebenes quadratisches Gitter (Zv/2 < kp < 2)

1. Band: voll besetzt (Gebiet, das mindestens von einem Kreis bedeckt wird)

2. Band: innen leer (Gebiet, das mindestens zweimal bedeckt ist)

3. Band: “Eckblitter “ besetzt (bei verschobener Brillouinzone (Fig. b) wird daraus einen
innenzentrierter Stern)

4. Band: Eckpunkte besetzt

(schraffierte Gebiete sind besetzt)

(11) (01) (11)
? ¥ ®
1|B.Z

M
z
z
(10) ¢ oA o (10)
g [ [
(11) (01) (11)

Abbildung 3.1: Freie-Elektronen-Bandstruktur und Modellrechnung (Slater) fiir das ebene
quadratische Gitter
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Abbildung 3.2: Energy bands of two-dimensional square lattice, as function of wave vector,
along symmetry directions in Brillouin zone. (a) Free-electron approximation. (b)Calculated

energy for case worked out in text.



Kapitel 4

Verfahren zur Berechnung von
Bandstrukturen

4.1 Pseudopotentiale

Qualitative Beschreibung: Das atomare Potential ist i.a. viel zu stark, als dass man es
storungsméfBig beschreiben kénnte. Dies liegt im wesentlichen an den stark gebundenen Zustdnden
im Atomrumpf. Trotzdem zeigt die Bandstruktur von einfachen Metallen fast ein Freies-
Elektronen-Verhalten, das auf ein schwaches Potential hindeutet. Am Beispiel von Al wollen
wir diskutieren, warum man das (starke) Atompotential fiir viele Zwecke durch ein (schwa-
ches) Pseudopotential ersetzen kann.

Vir) Y(r) e .
................. /38 3s ,l/)ps PseudOWellen—
' . funktion
r
Pis 1 reelle Wellenfunk-
< tion
r
¢23
~
r

Die Valenzwellenfunktionen 3,(r) variiert extrem stark im Rumpfbereich, da wegen des Ener-
giesatzes (Tin + Vpot = E) ein stark anziehendes Potential eine grofie kinetische Energie
bedeutet. Dies fithrt zu Oszillationen im Rumpfbereich. Dabei hat die 3s-Funktion genau 2
Knoten, da sie orthogonal zu den Wellenfunktionen 15(r) und 1s5(r) sein muf.

Durch méglichst glatte Fortsetzung kann man die Valenzfunktion 34(r) im Rumpfbereich
durch eine optimal glatte Pseudowellenfunktion ersetzen, ohne sie im dufleren Bereich, der fiir
die chemische Bindung verantwortlich ist, zu &ndern. Die kinetische Energie im Rumpfbereich
ist dann minimal, und daher ist das entsprechende Pseudopotential im Rumpfbereich stark
abgeschwécht, wihrend es im dufleren Bereich mit dem wirklichen Potential iibereinstimmt.
Die Pseudopotentialmethode lebt davon, dass der Auflenbereich des Atoms das chemische
Verhalten bestimmt, wihrend der Rumpfbereich vergleichsweise klein und unbedeutend fiir

48
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die chemische Bindung ist.

Der wesentliche Vorteil von Pseudopotentialen ist, dass diese fiir einfache Metalle hinreichend
schwach sind, so dass man sie oft storungsméflig behandeln kann. Wegen der relativen Glatt-
heit der Pseudowellenfunktion konvergieren Entwicklungen nach ebenen Wellen sehr schnell.
Fiir Al ist der Radius der K-Schale: 2 = T:;:’/Ol = 2,5-10"2A. Daher miiBte man bei einer Ent-
wicklung der wirklichen Valenzwellenfunktion ca. (10?)3 = 10° ebene Wellen Beriicksichtigen.

Orthogonalisierte ebene Wellen (OPW = orthogonalised plane waves)
Idee: Konstruiere orthogonalisierte ebene Wellen x LR (7), die schon auf die Rumpfzustinde
orthogonal sind, und entwickle die Blochwelle ¢ (i) nach diesen OPW'’s statt nach ebenen

Wellen ¢!(F+K" ) . Da die OPW’s im Rumpfbereich schon die richtigen Oszillationen haben,
braucht man bei dieser Entwicklung nur wenige OPW’s mitzunehmen.

Konstruktion der OPW’s
X gi (7)) = ciF+RI)7 Z bty (7 (7) 1 =gebundene Rumpfzustinde (7 — R™)

Vg, (7) 2 S e, (7 i)
Blochwelle der gebundenen Rumpfzustinde u, die z.B. nach “tight binding* berechnet wird.

(W Xy o) = 0 = - / dr @ F RO S b, ()
I —

6#’ w

ebene Welle /(F+EM)7
modulierte Rumpffunktion bu@bﬁu(m
w

orthogonahslerte ebene Welle
_, Ry
K7 = E D= S, (7

Vg, (M) = Y ep(k. )X, gi (7)
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nur wenige OPW’s geniigen.
Einsetzen in Schrédingergleichung liefert Gleichungssystem fiir die Koeffizienten c;:

Pseudowellenfunktion und wirkliche Wellenfunktion

IXgizgr) = |k+ OESY V7, (Vg Ik + K")

—_——
% o
= (1— Pk + K"

P.=3" W;g”>(¢,;“| Projektor auf Rumpfzusténde

o

W) = Y cp(k)xg, gr) = 1= P) > cp [k + K"

— —

h h

42%)

|1/};;V> = (1- Pcore)|1/}§i>
wirklicheWellen fkt.

Pseudowellenfunktion ¢§i glatt, da keine Oszillationen im Rumpf.

Schrédingergleichung: (Ho + V)[vz,) = E,,(E)WEZ,)
148t sich umformen in eine Schrédingergleichung fiir die Pseudowellenfunktion @bgi mit einem

-

Pseudopotential VP* | das die gleiche B bandstruktur E, (k) liefert.

(Ho + VP [02°) = B, (B
mit VP =V + (EV(E) — (Ho+V))P.

VR =V 4 3 (B (F) — BuR) 0|
K >0

Ey = Valenzenergien, E, = Rumpfenergien

Das Pseudopotential ist wesentlich schwicher im Rumpf als das wirkliche Potential, da die
Erwartungswerte des zweiten Terms positiv sind und das negative Potential V (7) teilweise
kompensieren. VP? ist nichtlokal energieabhéingig, und E—abhéngig. Pseudopotential sind niclgt

eindeutig; es gibt viele Pseudopotentiale die im Valenzbereich die gleiche Bandstruktur E, (k)
liefern, z.B.

VPSS =V + Z \q/)EM)(FM oder V + Z |Fu><1/);g“‘
m p

mit beliebigen Funktionen £}, denn:

Ey (k) = (g, (Ho + V)vg,) = (g, (Ho + V7)) da (g, ¢5,) =0

Das Hinzufiigen beliebiger Projektionen auf Rumpfzustinde p dndert nicht die Eigenwerte
im Valenzbereich, da die zugehdrigen Zusténde 1 orthogonal auf die Rumpfzusténde wl?u
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sind.

Austin-Potentiale: ~wihle |F),) = V(7)[¢r )

VA= (L=P)V = (1= [, ) (0, DV

Dieses Potential V4 ist offensichtlich schwiicher als V, da die Projektion auf die Rumpf-
zustidnde abgezogen wird. Es wiirde verschwinden , wenn die Rumpfzustidnde ein vollstédndiges
System bilden wiirden.

Modellpotential von Heine-Abarenkov

Via(r)
ch r Ton mit Ladung ZIon
|
_ Zione? fir r > R,
B _Zion Vilr) = ' .
A L (r) { — A fir r < R,

Drehimpuls abhéngiges Potential

Die Konstanten A; mit [ =0,1,2,... werden an die spektroskopischen Daten des freien Ions
gefittet.

Norm-erhaltenden Pseudopotentiale: Waihrend die Pseudowellenfunktion mit der richtigen
im Auflenbereich iibereinstimmt, wird sie im Rumpfbereich wegen der fehlenden Oszillatio-
nen i.a. Ladung anh&ufen und das sog. “Oszillationsloch®“ auffiillen. Dadurch ist aber auch
die Ladung im AuBenbereich falsch, da die Wellenfunktion im gesamten Raum normiert sein
muss. Dieses Problem wird durch neuere “Norm-erhaltende Pseudopotentiale* gelost, bei de-
nen die korrekte Normierung im Rumpfbereich durch eine Nebenbedingung erzwungen wird.
In diesem Zusammenhang ist die folgende Relation fiir die radiale Wellenfunktion ®;(r, E)
von Bedeutung.

2 d

21 R*(®)(R, E

r2d7‘ (®y(r, E)

Die logarithmische Ableitung d% In®;(R,E) = i Egg bestimmt die Streueigenschaften bei der

Energie E. Wenn also zwei Potentiale, VP® und V, die gleiche Amplitude ®;(R) und die gleiche
Ladung im Bereich r < R haben, so ist damit garantiert, dass die Streueigenschaften in einem
endlichen Energiebereich iibereinstimmen, die i.a. so groff ist, dass er alle fiir die Bindung
wichtigen Valenzenergien iiberdeckt. Die Normierung garantiert daher die Transferierbarkeit
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des Pseudopotentials, z.B. vom Atom zum Molekiil oder vom Idealkristall zur Verbindung.

l-abhéngiges Pseudopotential fiir Al
(Norm-erhaltend, nach G.B. Batche-
let, D.R. Hamann, M. Schliiter)
Phys. Rev. B26, 42199 (1982)

20 I ! T T T T —
Al

vt () ta.u.)

v
e
Q

-4.0F H

o] 1.0 2.0 .0 4.0 5.0 6.0
R (g, u.}

4.2 Hybridmethode

Pseudopotentialmethoden beruhen im allgemeinen darauf, dass das Pseudopotential relativ
schwach und langsam verdnderlich ist, so dass eine Entwicklung nach ebenen Wellen schnell
konvergiert. Dies ist nicht der Fall fiir Ubergangsmetalle (bzw. seltene Erden und Aktiniden).

D(r) |

\ Da(r) g /o

Beispiel: Cu Atomkonfiguration 3d'04s?
| Die 3d-Funktion ist stark lokalisiert, da sie als er-
: r ste d-Funktion im Periodensystem keine Knoten

\:/ hat. Die 4s-Funktion ist weit ausgedehnt, da sie 3

Knoten haben muf.

Der Uberlapp der 3d-Wellenfunktionen ist gering (d,,.n./2 ist der halbe nichste Nachbarab-
stand), aber die 3d-Energie liegt ...

HNFETB (hybride nearly free electron tight binding)
Kombination der Ndherung fiir fast freie Elektronen mit der Methode der starken Bindung

g, (7) = G + vl ()
—— ——
Entwicklung nach ebe- tight-binding  Ansatz
nen Wellen fiir das sp- fiir die 3d-Elektronen

Band
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Struktur der Losungsdeterminante (qualitativ)

HSS — E Hsd
d@t{ HSd Hdd—E }:O

Falls die Kopplungselemente H*%, H% verschwinden, erhilt man aus det|H** — E| = 0 die
reinen sp-Binder, die ein freies Elektronen verhalten zeigen, wihrend det| H — E| = 0 die
relativ flachen d-Bénder liefert.

ohne Hybridisierung (Hyq = 0) mit Hybridisierung (Hgq # 0)

E, (k) E,(k)

Bei wirklichen Ubergangsmetallen besteht das d-Band i.a. aus 5 Asten, da die 5 fach I-
Entartung des Atoms (2l + 1 =5 fiir [ = 2) im Festkorper i.a. aufgehoben ist.
Infolge der Hybridisierung gibt es Aufspaltungen an den Kreuzungspunkten die ~ |H*¢|? sind.

0.8¢

\-.

060 F g E

0.20 . — Bandstruktur von Cu (fcc)

(nach Moruzzi, Janak, Williams)

|
/g
[N

00

-0.20

Z=29

Fiir genauere Rechnungen ist die HNFETB-Methode nur bedingt tauglich.
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4.3 Exkurs: Partialwellen

V(r)

Entwicklung der Wellenfunktion (r,9,¢) nach

) Kugelflichenfunktionen Yy, (9, ¢), die Eigenfunk-
V(r)=0firr>5 tionen zum Drehimpuls L sind.

LYy (9, 0) = F2(1 + 1) Vi (9, )
Lz}/lm(ﬁu 90) = hm}/lm(ﬁv 90)

/dQWP Y (9, 0)Yim (9, 0) = S/ O

o(r, 0, ) Zcszz Yim (9, ¢)

Wegen der Drehinvarianz des Potentials V' (r) erhilt man fiir die Radialfunktionen R;(r) eine
eindimensionale Schrédingergleichung

(—%837” + l(l;; 2 h2 V(r) - ﬁE> Ri(r) =0

Mit v(r) = %V(r) und € = QE—Z‘E erhélt man daraus

(a,? + %aT beo W:; D _ v(r)) Ry(r) =0

Im Potential-freien Fall (v = 0) sind die Losungen dieser Gleichung sphérische Besselfunktio-
nen. Zu jeder Energie E gibt es zwei linear unabhéingige Losungen ([;(x)

= Besselfunktion)
Ry(r, E) ~ ji(ve)r) und Ry(r, E) ~ m(Ve)r)
. . ™1 1, T\1
mit @)= G () me) = (1) ),y ()
sphérische Besselfunktion sphérische Neumannfunktion
[=0 jo = M nog = % .
~ 1 tare Funkt
=1 j :M_% nlzc;%x_’_¥ elementare nkKtionen
kleine z: jj(z) = (2%11)!'!' regulér bei z =0
ny(x) = % irregulér bei z =0

groe z:  ji(x )lem:z: l;r
n(w) ~ 5 lcosa: iz

Im Fall eines abgeschmttenen Potentials (V(r) =0 fiir r > 5) muss sich die Losung R;(r, E)



95
fir » > S als Linearkombination von j;(y/er) und n;(y/er) darstellen lassen. Deshalb gilt
0.B.d.A.

Ry(r) = Aj(cos &51(\er) + sindyny(yer) fir r > S

. l
siny/er — & 4§
Ry(r) = A \/_\/ETZ

Die Phasenverschiebungen §;(E) beschreiben den asymptotischen Gangunterschied gegeniiber
der ungestorten Welle.

: l
sin/er — 3

Ver

r> S

1

Ji(\/er)

rRy(r)

R Die Streuphasen beinhalten die ge-
samte Imformatin iiber die Streuung;
so ist z.B. der totale Wirkungsquer-

T schnitt gegeben durch

4
ott(E) = ?ﬂ- Z 00 (21+1) sin 6;(E)?
=0

|~

§/VE (8, < 0)

Die Streuphasen sind bestimmt durch die logarithmische Ableitung der radialen Wellenfunk-
tion Ry(r, E) bei r = S, Da Ry(r, E) und R';(r, E) stetig sind, erhilt man

L(E) = R(S,E) _ jj(VES) +tandmj(VES) ., _dip ,_dm
l C R(S,E)  ji(vES) + tan fmy(y/ES) e
tan 6y(B) =  HVES) — LlE)i(VES)

n)(VES) — Li(B)ni(VES)

4.4 Das APW-Verfahren (augumentend plane waves)

Bei einem starken Potential ist es wich-

tig, das Verhalten der Wellenfunktion im
@@@@ stark anziehenden Potentialbereich richtig
> zu beschreiben. In diesem Bereich ist aber

: : : V=(Ir])

das Potential in guter Ndherung drehinvari-
ant. Diese Eigenschaft macht man sich bei
muffin-tin Potentialen zu nutze, bei denen

durch ein drehinvariantes Potential in den
V=0 muffin-tin Kugeln » < S und ein konstan-
tes Potential V = 0 im Zwischengittergebiet

Abbildung 4.1: muffin-tin Potentiale
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approximiert wird. Fiir dichtgepackte Kri-
stalle (z.B. fce, bee) ist dies eine sehr gute
Naherung.

APW-Basisfunktionen XAP W( )

APW ciF+RT)7 im Zwischengittergebiet
Xk—l—Kh( E) - Zilalle(T7 E)}/lm(rﬂago) r<S
lm

Im muffin-tin Gebiet setzt man die Losung aus radialen Wellenfunktionen R;(r, E') zu einer
noch frei zu bestimmenden Energie £ an. Die Koeffizienten a;ym bestimmt man so, dass
xAPW () am muffin-tin-Radius S stetig ist. (xA*"W ist aber dort nicht differenzierbar.). Wegen

/\
—

2471'2 Ji(kr) Y (9, SO)YZm(E h)

Lm

ergibt sich daraus:

. G|k + K"|5) >

Rim Vi (k + KF
R85 E) Y

Ausgehend von diesem Ansatz erhilt man XAP II%VH in allen anderen Zellen durch periodische

Fortsetzung analog dem Blochtheorem.

— (4 R B N
X?f]‘;[;(r —|—Rn'E) _ €z(kJrK )R éP‘_{[{( E)

Mit dem so bestimmten Basisfunktionen XAP W - (7 E) entwickelt man jetzt eine Blochwelle

¥g, (7), die Eigenfunktion zur Energie E sein soll

Vg, (7) = D ey i (75 )
Kh

Diesen Ansatz setzt man in den Variationsausdruck fiir die Energie E nach dem Ritz’schen
Verfahren ein

E = (Q/)Eu’ HQ/)EIJ)

(w];,jv %;,,)
und bestimmt die Koeffizienten c;; durch Variation optimal. Die Ausrechnung ist langwierig,
bietet aber keine Probleme. Wie im Fall der Entwicklung nach benenen Wellen (Kap. 2.1,)
erhélt man ein Gleichungsystem fiir die Koeffizienten c;;, das die folgende Form hat

> {(h—Z(EJr E")? — B)oe, + VhA}ffW(k E)} —0
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Dabei haben die Fourierkoeffizienten des APW-Pseudopotentials die Form

APW 1 AnS? {_ [(EJFI?EF B Q_WE] j1(|f§iZ —{?f’IS)
b 2m 'V, h? |Kh — K|
0 - - - -
+ D (21+1) P(cos O )i (| K" — K"|S)5(| K" — K™|9)
=0
R(S,B) ji(K" - K"|S)
RS, E) (KT — KF|5)

P,(z) = Legendre Polynom.
Als Losungsbedingung erhilt man fiir die erlaubten Energien E = E, (k)

det - ]

h2 . -
(2 (F+ &Py E) 6g,h,+vAPW<k,E>'=o

Die besondere Komplikation dieses Verfahrens ist, dass die Energie nicht nur linear in den Dia-
gonalelementen (—FEd;r,) auftritt, sondern auch im APW-Potential VAF W(k E). Hier ist es

die logarithmische Ableitung %, die die gesamte Information iiber das Potential enthilt.

Wegen der nichtlinearen Energieabhéngigkeit der Sekunddrmatrix kann man die Energiewerte
E, (k) zu gegebenen k nicht einfach durch Diagonalisierung bestimmen, sondern man muss
komplizierte Iterationsverfahren anwennden.

4.5 Linearisiertes APW-Verfahren (LAPW)

Das APW-Verfahren hat eine Reihe von Nachteilen. Zum einen die nichtlineare Energie-
abhangigkeit, die die Anwendung erheblich verkompliziert. Zum anderen sind die Basisfunk-
tionen nicht differenzierbar am muffin-tin-Radius und schliefflich ist das Verfahren auf muffin-
tin Potentiale beschriankt. Diese Nachteile kénnen durch das LAPW-Verfahren zum gréfiten
Teil vermieden werden. Die wesentliche Idee ist, von Energieabhéingigen Basisfunktionen aus-
zugehen, z.B. von den Radialfunktionen R;(r, Fy) zu einer festen Referenzenergie Ey. Um
aber die Streueigenschaften des Potentials in einem endlichen Energiebereich beschreiben zu
kénnen, nimmt man auch noch die Energieableitungen R;(r, Ey) = d%Rl(T, E)|g=g, mit, so
dass man eine beliebige Radialfunktion R;(r; E') durch

Ri(r, E) = Ry(r, Ey) + Ry(r, Eo)(E — Ep)

approximiert. Dabei nimmt man R;(r, Ep) als normiert an, woraus durch Energieableitung
folgt (R;(r, E') kann reell gewahlt werden):

S S
/r dr (Ry(r, Ep))* = /r dr Ry(r, Ey) Rl(rEo)—O
0 0
Das heiBt, dass R;(r, Ey) orthogonal auf R;(r, Ey) ist. Fiir R; erhilt man durch Ableitung der

Schrédingergleichung fiir R; folgende Gleichung

(H, — E)Ry(r,E) =0= (H, — E)R)(r,E) = Ry(r, E)
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Das so bestimme R;(r, Ey) ist nicht normiert.

Beim LAPW-Verfahren macht man daher den Ansatz
iR+ KR im Zwischengittergebiet

> il(alle(T‘, Ep) 4+ by Ry (1, Eo))Yim (¥, ) < S

lm

LAPW
Xk+Kh (T) -

LAPW
+K.h .
sowohl stetig als auch differenzierbar ist. Auf Details wollen wir hier verzichten. Dann zerlegt

man die Blochwelle nach diesen Basisfunktionen

LAPW
Z Xk+Kh

Die beiden Koeffizienten a;,, und by, bestimmt man so, dass X7 () am muffin-tim Radius

und bestimmt die Koeflizienten o durch Variation aus dem Ritz’schen Verfahren. Man erhalt
ein verallgemeinertes Eigenwertproblem der Form

> Hppcn =EY Squcn
7 7

mit Hj 7 = (g, g5 H X, zgi) und S

h,h’ E+K R = <X,;+[;—ﬁ|xlg+[;-ﬁ>

Dabei ist S R die Uberlappmatrix zwischen den LAPW-Funktionen zu k+Khund k+ K",
Da die Energle nur linear vorkommt, erhélt man alle Eigenwerte direkt aus einer einzigen
Diagonalisierung.

Ein weiterer Vorteil des LAPW-Verfahrens ist, dass man Korrekturen zur muffin-tin-N&herung
des Potentials sehr einfach beriicksichtigen kann. Im Zwischengebiet bildet man Matrixele-
mente des vollen Potentials V() mit ebenen Wellen, und im muffin-tin Gebiet bildet man die
Matrixelemente des sphérischen Potentialanteils mit dem radialen Basisfunktionen, die die ra-
dialen Funktionen R;(r, Fy) und R;(r, Ep) fiir die zugehérigen muffin-tin Potentiale enthalten.
Der einzige Nachteil des LAPW-Verfahrens ist die Linearisierung der Radialfunktionen R;(r, F),
wodurch man auf einen endlichen Energiebereich zentriert und die Referenzenergie Fy be-
schrénkt ist. Dieser ist jedoch meist breit genug, dass man mit einer einzigen Referenzenergie
Ey das ganze Valenzband hinreichend zuverldssig beschreiben kann. Anderenfalls muss man
Rechnungen fiir mehrere Referenzenergien durchfiihren.



Kapitel 5

Bandstrukturen von Metallen und
Halbleitern

5.1 Metalle, Halbleiter, Isolatoren

Aus der Abzéhlung der k-Werte fiir einen endlichen Kristall aus N Elementarzellen (Kap.
2.1) folgt, dass die 1. Brillouinzone N k-Werte enthilt. Jedes Band v besteht daher aus N
Zusténden w];y(f'), die wegen der Spinentartung doppelt besetzt werden kénnen. Daraus er-
gibt sich folgende wichtige Regeln, die Aussagen dariiber machen, ob ein Kristall ein Metall
oder ein Halbleiter bzw. Isolator ist.

I) Kristalle mit einer ungeraden Zahl von Elektronen pro Elementarzelle sind immer
Metalle , denn die Fermienergie Er verlauft mitten durch ein Band, so dass bei T' = 0
eine unendliche Leitfidhigkeit besteht.

IT) Kristalle mit einer geraden Zahl von Elektronen pro Zelle sind

entweder: Halbleiter oder Isolatoren , falls es eine Bandliicke zwischen dem letz-
ten vollbesetzten “Valenzband“ und dem bei T = 0 unbesetzten
“Leitungsband“ gibt.
oder: Metalle, falls die Bénder in diesem Energiebereich iiberlappen.
Beispiel:

Alkalimetalle (Li, Na, K, Rb, Cs): Diese kristallisieren in der bee-Struktur mit einem Atom
pro Zelle. Da sie einwertig sind, verlduft die Fermienergie mitten durch das erste Band, so dass
ein Metall vorliegt. Ahnlich verhalten sich die Edelmetalle Cu, Ag, Au, deren Eigenschaften
jedoch durch die besetzten d-Zusténde kompliziert werden.

Wasserstoff bildet Molekiilkristalle aus Ho-Molekiilen, die untereinander nur schwach wech-
selwirken. Diese Molekiilkristalle haben eine gerade Zahl von Elektronen pro Zelle. Wegen der
weiten Trennung der Binder sind diese Ho-Kristalle Isolatoren.

zweiwertige Metalle (C, Si, Ge, Sn, Pb) konnen Halbleiter/Isolatoren oder Metalle sein.

C (Diamant) Isolator mit Bandliicke von AE = 5,48eV (T = 0)

Si (Diamant-Struktur) - Halbleiter mit AE = 1,17eV (T = 0)

Ge (Diamant-Struktur) - Halbleiter mit AE = 0,74eV (T = 0)

Sn zwei Modifikationen:a-Sn (graues Zinn) Halbleiter mit AE = 0,08eV
Sn (weiles Zinn) Metall

Pb (fce-Struktur) Metall auf Grund von Bandiiberlapp

99
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Halbmetalle (As, Sb, Bi): sind fiinfwertig, kristallisieren jedoch mit 2 Atomen pro Zelle bzw.
10 Elektronen pro Zelle. Die ersten fiinf Bander sind nahezu voll, jedoch existiert ein kleiner
Bandiiberlapp zwischen 5. und 6. Band, so dass einige Elektronen im 6. Band sind.

5.2 Bandstruktur einfacher Metalle

Die ein-, zwei,- drei- und vierwertigen Metalle, z.B. Na, Mg, Al Pb, koénnen durch ein
schwaches Pseudopotential beschrieben werden. Naherungsweise zeigen sie daher eine freie-
Elektronen-Bandstruktur. Die Abweichungen vom freien-Elektronenverhalten konnen storungsmafig
beschrieben werden. Meist geniigen einige wenige Fourierkoeffizienten ‘7}? des Potentials, um

die Bandstruktur im Valenzbereich gut zu beschreiben.

-
Brillouinzone des bee-Gitters
(Wigner-Seitz-Zelle des fce-Gitters)
hochsymmetrische Punkte und Linien

Freie Eelektronen Bandstruktur des bee-Gitters
!

I, 26G,G,6,26,
i
5 fi}uzz:u : . l
2 t— \
Kol pi l:H 2 4
15 25 2NN, G,G,G,G,
2NNy
151 patt
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N NN n 'G1G3
Ny N[
i /('Glazascﬁ
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Energy bands of sodium, from calculations of Kenney

£

wo AV

Energy, Rydbergs

-]

-]

+0145 %,

Bandstruktur von Natrium

440106 %

() @

Contours of the Fermi surface of the alkali metals; the numbers are
the values of k/kg at < 100 >, < 110 > and < 111 > and the sha-
ded regions indicate negative values. (a) Na (Lee, 1966); contours
k/ky at intervals of 0.02%. (b) K (Lee & Falicov, 1968); contours
at intervals 0.02%. (c) Rb (Shoenberg & Stiles, 1964); contours
at intervals of 0.2% (with an extra one, dashed, at —0.3%). (d)
Cs (Okumura & Templeton, 1963); contours at intervals of 0.5%
(with an extra one, dashed, at —1.25%).

(bee)

Fermiflichen der
Alkalimetalle (Na, K, Rb,
Cs)

Aufgetragen ist die Abwei-
chung Ak /ky vom mittleren
Kugelradius kg

= Die Fermiflachen von Na,
K, Rb, und Cs sind in guter
Naherung Kugelformig.
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N(E) = / B n(E')

Da Na ein Valenzelektron
hat, mu8 N(EFr) = 1 sein.

’
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Free-electron energy bands, face centered cubic structure.
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Brillouinzone des fcc-Gitters
(Wigner-Seitz Zelle des bee-Gitters)
hochsymmetrische Punkte und Lini-

en

Bandstruktur von Al (fcc, 3 Valenzelektronen)

(nach Segal, 1961)
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A (110) section of the Fermi surface in aluminum in the extended-zone
scheme. Dashed lines are Bragg reflection planes. Calculations were
made in three-OPVV approximation «—

Fermifliche von Al
in ausgedehnten Zonenschema
(nach Harrison)

Freie-Eelektronen-Fermiflichen
von fce-Metallen mit Valenzen
Z=1is 7Z=4 (Z=3:Al; Z=4:PD)

!

First band Second band Third band Fourth band

Valence 1

Valence 2

Valence 3

Valence 4

One-OPW Fermi surfaces for face-centered cubic metals of valence 1 through Second-band zones are centered at T, third-band zones at X, and fourth-band
4. Regions with convex surfaces are occupied; those with concave surfaces, zones at L. Examples of the four valences in this structure are copper, calcium,
unoccupied. Note that the first-band zones are centered at T" for valence 1 and aliminum and lead respectively.

X for valence 2.
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The Fermi surface of electrons in band 3 of Al
proposed by Ashcroft (Larson and Gordon 1967)

Photoemission : In den letzten Jahren ist es gelungen, die Bandstruktur von Festkoérpern
direkt mittels winkelaufgeloster Photoemission zu bestimmen.

'YX DISPERSION

Or—TT 771717 7 S 0T T T T T T 17 W
Kygey - { |---— FREE ELECTRON ‘¥,
_ x m* =1 m X,
= —— EFFECTIVE MASS - - 2 N
@ m*=<1.28m % 7| = SINGHAL 8 cALLAWAY ;
>~ — FREC ELECTRON ./ < ~3r Xa
2 -10+ x J — — - 4 1
x X 9
a1 s r - 5 -
z Na d _
Lot =z =6
= . YT g
<-20F KX - - _ g .
[ 2 <
@ » = -9 —
g , RESOLUTION E 10 ]
E I -1 -
Z .30 . _i2 !
0 02 04 06 08 10
| R B SRR 2| T 2 X
0 2 4 & B 10 k (50)
N Comparison of the experimental dispersion from T to X to theoretical

k (A"}

Measured dispersion of the Na band along the normal Zaxis. The final

bands are assumed to be nearly free electron.

calculations by Singal and Callaway. The dashed line is an effective-mass band
with m™=1.1m (data for i w<70eV, fiw >70eV).

E. Jensen, E.W. Plummer H.J. Levinsonetel,
Phys. Rev. Lett.55, 1912(85) Phys.Rev. B27,727(83)

E;xp ~ 2.5eV
Epf = 3.24eV, Efheor
theoretische Bandbreite

EFP 210.6eV
>~ 3.4eV EEE > 11.7¢V, Etheor > 11.1eV
ist zu gro§ Bandliicke X — X’ ist 20% grofler
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5.3 Bandstruktur von Halbleitern

A ————

Diamantstruktur

C, Si, Ge und a-Sn kristallisieren in einem Diamantgitter. Das
zugehorige Bravaisgitter ist ein fcc-Gitter mit 2 Atomen pro
Zelle; genauer gesagt, das Diamantgitter besteht aus zwei fcc-
Untergitter, die in Richtung der Raumdiagonalen um a@ ver-
schoben sind. Das Diamantgitter hat daher dasselbe reziproke
Gitter und die gleiche Brillouinzone wie das fcc-Gitter. Die freie
Elektronenstruktur ist daher die des fcc-Gitter, d.h. die gleiche
wir fiir Al.

Fir das Gitter ist die 4-fache Tetraederkoordination der
néchsten Nachbarn besonders wichtig. Bei einer “tight-binding*
Beschreibung der Bandstruktur startet man daher mit atoma-
ren sp3-Hybriden, die der Tetraedersymmetrie besonders ange-
passt sind. Diese 4sp3 Orbitale sind Linearkombinationen aus

einem s-Orbital |s > und den drei p-Orbitale |p, >, |py >, |p. >.

Diese Orbi-
tale sind or-
1111 >= 1(|s > +|ps > +|py > +|p- >) th(:inormie}rt ' <111=
111 >= 5(|s > +[pz > ~|py > ~[p> >) poe relsen o
10 5= (s> —lps > +lpy > —p >)  Nichows - de
111 >= 3(s > ~[pa > ~[py > +lp= >) pachsten ach-
barn.
Winkelabhéngigkeit:

Durch Hybridisierung dieser vier Orbitale mit denen der néchsten Nachbarn erhélt man bin-
dende und antibindende Bénder, und zwar je vier, da man 8 Atomorbitale pro Einheitszelle
hat. Die 8 Elektronen pro Zelle fiillen daher gerade das Valenzband, das aus den bindenden
Zustanden besteht.Das durch eine Energieliicke separierte Leitungsband ist im Grundzustand
leer und besteht aus antibindenden Zusténden.

ENERGY (eV)
-4 -2
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h

T~
iy 74
-3
T 24

1
- o
- 7]
':'L s

Leitungs- -
band

Band- o
licke

Valenz-
band T .

A X K T r

z ¥
WAVE VECTOR (TTED LINA A3/STIVIS) (I)N

Bandstruktur und Zustandsdichte von Si (C.S. Wang, B.M. Kiein, Phys. Rev. 24, 3393 (81)
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Das freie Elektronenverhalten, das beim Nachbarelement Al so deutlich ist, ist bei Si nur noch
andeutungsweise zu erkennen. Dies wird im wesentlichen durch die offene Diamantstruktur
verursacht, die die kovalente Bindung begiinstigt. Insbesondere die Zustandsdichte erinnert
kaum noch an das v/E- Verhalten von freien Elektronen.

Das Verhalten eines Halbleiters wird im wesentlichen durch die Bandstruktur in der Ndhe der
Bandliicke bestimmt. Das Maximum des Valenzbandes von Si ist am I'-Punkt k = 0, wahrend
das Minimum des Leitungsbandes in der 100-Richtung in der Néhe der Brillouinzonengrenze
(X-Punkt) auftreten. Bei endlicher Temperatur erzeugt man daher vorwiegend Locher am
Bandmaximum am I'-Punkt, und Elektronen in den 6 dquivalenten “Primé&rtdlern® an den
Minima des Leitungsbandes. Da Maximum und Minima nicht den gleichen Bloch’schen Vektor
haben, spricht man von einer “indirekten Bandliicke®.

Si

Conduction

Bandstruktur von Si in der Nahe der Primartaler im Leitungsband
Bandlucke

Germanium

Die allgemeinen Ziige der Bandstruktur sind sehr dhnlich wie in Silizium. Im Leitungsband
gibt es eine wichtige Modifikation: Am I'-Punkt ist das 2’ Band unterhalb des 15-Bandes,
wéhrend es in Si oberhalb dieses Bandes ist. Dies hat die wichtige Konsequenz, dass das
Minimum des Leitungsbandes in Ge am L-Punkt ist (Rand der Brillouinzone in 111-Richtung).
Das Maximum des Valenzbandes ist wie bei Si am I'-Punkt (indirekte Liicke).

NTZ
2

-2

ENERGY (eV)
- -

8

I e L]
H ) )

-4~z -1

L A r a X K T r € z 1 a
WAVE VECTOR (TIED LINO A®/SLVLS) (@N

~ v “ oo
Bandstruktur und Zustandsdichte von Ge (Wang  Primartaler im Leitungsband von Ge @(l il ("{‘d. (‘g,( M [_ [ 2r‘-'l.‘uu
& Klein) (L-Punkt)
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GaAs (ITI-V) Halbleiter; Zinkblendestruktur)
Die Bandstruktur ist sehr dhnlich zu der von Ge. Jedoch ist das Minimum im Leitungsband

2 9

ENERGY (&V)
i

~&
h

~10
1

=3

-4
5

i
GaAs

1 1
-\1 1 h
1

T

1%

L A T a X K z T € 2 T 0
WAVE VECTOR {TIE0 LINR A?/SAIVIS) (AN

Bandstruktur un Zustandsdichte von GaAs (VWang & Klein)

am I'-Punkt, ebenso wie das Maximum im Valenzband (direkte Liicke). Daher sind Teilchen-
Loch Anregungen und Rekombinationen durch optische Prozesse induzierbar (Lichtabsorption
und Lichtemission, ¢ = 0), wéihrend in Si und Ge hierzu Phononen mit endlichem ¢ benétigt
werden.

[is iy
Ev - - 15
L300 ST P2 b3+hy ot
_ 2k iy :: ‘t‘S"-.* Ox 'u’a,' _
> 1, A 4
= - S2 f 26 -a s
. Z A\I‘ b2 lﬁs“j:’gd:s 34 :;’An n
- ) mn i
£ el ,{;’A' ?1\5\ % < .g 1
¥ s 34 X -
; 19’6 s ENEREY o _ 5 & a0m® i Bandstruktur von GaAs nach
| Gohs HDS . R .
5 € oxoo EXPERIMENT Ell . Winkelaufgelosten Photoemissi-
2 0 - ~---PSEWIOPOTENTIAL THEORY {PP) y onsmessungen
£ é,'. & l E -g%’ia‘&:'oi‘d‘wu,é ] (Chiang, Knapp, Ono, Eastnab,
"2~ °‘b-b.6|_~ LT ! og84 ro Phys. Rev. B21, 3513 (1980) )
o ¢&s00 “ona
-14 | |
L A r i « X A r

CRYSTAL MOMENTUM (x)

Valence band dispersions E(k) of GaAs along major symmetry directions.
Circles are experimental points obtained from normal emission spectra;
crosses, squares, and diamonds are experimental points obtained from
off-normal emission spectra. Dashed curves are theoretical energy bands.
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Berechnete Ladungsdichten von Si, GaAs (III - V) und ZnSe (II - VI) (Wang & Klein): Auf

DISTANCE ALONG 00! (a.u.)
DISTANCE ALONG (001] (a.u.}

o

o 1 2 3 Ga 1 2 3 k]
BISTANCE ALONG [110] (a.u.) DISTANCE ALONG ([110] {a.w.) DISTANCE ALONG [110] (e.u.)

Grund der bindenden Wechselwirkung der sp3-Orbitale im Valenzband erhélt man fiir Si und
Ge eine Anhédufung von Ladung zwischen den nichsten Nachbarn (“bond charges“). Im Fall
von GaAs werden diese Ladungen leicht in Richtung auf das Anion (As) verschoben. Diese
Verschiebung ist sehr stark ausgeprégt fiir die II-VI Halbleiter. Die Rechnungen zeigen den
Ubergang einer typisch kovalenten in eine fast ionische Bindung.

3
AP
&
N
2,5 10aP S
ENRND
\\\\\ TN~~~ _AShH
18 ' =<
Wg ahs InP /
V) 12 RN {
Si
Ny o Ge :::S;\Q\ﬁ~lﬁa8b
b

0
054 058 0,62

alnm) ———*

Energieliicken und Gitterkonstanten der wichtigsten Halbleiter.
Ausgezogene/gestrichelte Kurven entsprechen direkten/indirekten Bandliicken.
G. Winstel und C. Weyrich, Optoelektronik I, Halbleiterelektronik 10 (Hrsg. W
Heywang und R. Mdller), Springer-Verlag Berlin, Heidelberg 1980

Aus IFF Ferienkurs 1990 Informationstechnologie Vortrag 15 (Jager)
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5.4 Leitungskonzentration in Halbleitern

Zustandsdichte z(FE) in der Nihe der Bandliicke:

 Z(E)
2
zV(E)§%< mv> \Ey —FE fir E<Ey
V /2
E E ZL(E)%2—7T2< mL> E—FE; fir E> Ej,
W L .
— " m,, my, effektive Massen
AE E r
Teilchenzahlerhaltung:
EV EV (0. ]
N = de = 1 + /| d _
= [ zy(e)de = Zv(E)eﬁ(E*u) 1 ez (€) B 1
0 0 Er
N(0) N(T)

Durch Umformungen erhét man, dass die Zahl der Locher N, im Valenzband gleich der Zahl
der Elektronen N, im Leitungsband ist.

Ey

1 7 1
Np(T) = /d€Zv(€) (1 — m) = /d€Zl(E)m = NB(T)
0

Ep

1
eBlu—e) 11

Interpretation: Die Wahrscheinlichkeit, ein Loch mit der Energie ;1 — Ae unterhalb des Ener-
gieniveaus u zu finden, ist die gleiche wie ein Elektron mit der Energie u + Ae oberhalb des
Ferminiveaus zu finden. Die Locher gehorchen also auch der Fermistatistik, wenn man ihre
Energie “nach unten“ mifit, d.h. € — g durch p — € ersetzt.

Fiir kT < AF gilt im Leistungsband:

1 ~ o —B(e—n)
eBle—n) 11

d.h. die Leitungselektronen gehorchen der Boltzmann-Statistik. Das Gleiche gilt fiir die Locher
im Valenzband. Wegen des exponentiellen Abfalls der Besetzungsverteilung kann man die
Zustandsdichte durch das Verhalten in der Ndhe der Bandkante (~ /E — E) ersetzen.

3
N(T) = v <27;;2V> B(EL—w) /dE /e — Epe Ple—Er)

272
Ep,

dx \/ze—*=(KkT)3/2 4

|
o3
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3
mLFLT 2 Ep-n
N.(T) :2V< e ) e T

Analog gilt fiir die Locher im Leitungsband:

3
myrT \2 _p=By
N,(T) =2V ( T2 > e~ FT

Da N.(T) = N,(T) ist, kann man aus diesen beiden Gleichungen das chemische Potential p
eleminieren und erhélt:

No(T) = Ny(T) = (NL(T) - Ny(T))# =2V (—W ) oS

Die Temperaturabhéngigkeit wird also im wesentlichen durch den Boltzmannfaktor

exp (—%) geregelt, d.h. die Anregungsenergie ist die Héilfte der Bandliicke (AE/2).

Bei bekannten N(7') bzw. N,(T') kann man dann die obigen Gleichungen fiir N, oder N,
benutzen, um das Ferminiveau p(7') zu bestimmen. Man erhélt:
Er,—Ey 3

TY= By 4+ 2L~ 2V _ 2 L
wT) =By + = 1 my

_ AE
w(0)=Ey +5~

Bei T = 0 liegt das Ferminiveau mitten in der Bandliicke. Diese Ergebnisse gelten nur fiir
intrinsische Halbleiter, die keine Donatoren und Akzeptoren enthalten. Andernfalls wiirde
diese weitgehend die Leistungstrigerkonzentration und die Lage der Fermienergie bestimmen.
Anhang: Van Hove Simgularitéten der Zustandsdichte

kritische Punkte der Bandstruktur: 8%”];(]“) k. =
I*E, (k) k)

E, (k) = B, (k) + i ke (ki = kie) (kj — Kje) + ...

Ok;0k;

nach Transformation auf Hauptachsen:

2

3
E, (k) = E, (k) Z — kae)? + ...

m), = effektive Massen

Minimum: m7J, m3, m3 > 0

h? h?

%
0k — ——
2 2m3

o,
—( ISE 0ki —

2m1 2m2

x2 +y2 JrZQ:T‘Q

2(E) = 2(E) + 2 /dl%’é E-E,— k2

- 93/2 2 3/2
/dk: = /d5k1 doko doks = F\/mlmgmg/da: dydz = <ﬁ> \/m1m2m3/47rr2dr
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o *\ 3/2
A(E) = 2(E) + (PN BT BS(E—E) = (mimimi)?
N—— 27‘(2 h2

normaler Beitrag

anormales v/ E — E. Verhalten

analog: Maximum mJ, m3, m3 <0

Vo 2m\*?
AB) =2E) 4 5 (%) VE.=ES(E.~B) , mx = (jmim3mj|)*”
Halbleiter in der Ndhe der Bandliicke: Z(E) = 0

A O A
ZV(E):Zﬁ <?> EV—E fir ESEV

om2

vV 2my\¥?
ZL(E) = Z—5 <h—2‘/> \/E— EL fir & > EL

5.5 Bandstruktur von Ubergangsmetallen

Elemente der Ubergangsmetallreihen haben eine offene, d.h. nicht voll besetzte, 3d-, 4d- oder
5d-Schale. Die elktronische Konfiguration im Festkérper ist niherungsweise (3d)™(4sp)! bzw.
(4d)™(5sp)! usw., wobei n in der Reihe von 0 bis 10 variiert. Die d-Funktionen sind, vor allem
am Ende der Reihe, relativ gut lokalisiert und bilden daher relativ flache Bénder, die mit den
mehr oder weniger freien-Elektronen-artigen sp-Béndern kreuzen (s. Kap. 5.2).

Im folgenden sind die Bandstrukturen und Zustandsdichten von einigen 3d-Metallen gezeigt,
die entweder fcc (Ca, Ni, Cu) oder hep-Strukturen (Sc, Zn, Mn = “komplex“) haben. Alle
Rechnungen wurde fiir die fce-Struktur durchgefiihrt (aus: Moruzzi, Janak, Williams: Calcu-
lated Electronic Properties of Metals, Pergamon Press’78)

Trends: Am Anfang der 3d-
Reihe (Ca) ist das d-Band
knapp oberhalb der Fermi-
energie, wihrend es bei Sc
zum ersten Mal merklich po-
puliert wird. Immer weitere
Teile der d-Bandstruktur wer-
den besetzt, bis das d-Band
bei Ni fast voll ist. Im Fall
von Cu und Zn ist das d-Band
‘- . vollstdndig besetzt. Vor allem
’ bei Zn sind die d-Zusténde
weit unterhalb der Fermiener-
gie und im Ortsraum stark lo-
kalisiert. Sie liefern daher kei-
nen wesentlichen Beitrag zur Bindung mehr und verhalten sich fast wie Rumpfzustéinde.
Auffallend ist die starke Verschméilerung des d-Bandes bei fortschreitender Besetzung. Wenn
sich das d-Niveau “nach unten“ verschiebt, werden die d-Wellenfunktionen stéirker lokalisiert
und die Bandbreite nimmt ab.

Symmetrie-Linien
und Punkte der
fece-Brillouinzone

vseatmisssskasssemsny
LY ISPy

4
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Fermiflache von Cu

11 nach d.H.v.A. Messungen
(die Flachen von Ag und
Au sind ahnlich)

0. 1 ~010]
~17)

[117]

Bei einem einwertigen fcc-Metall wiirde man in Analogie zu dem bee-Alkalimetallen (Kap. 6.2)
eine kugelférmige Fermiflache erwarten. Der wesentliche Effekt der d-Elektronen in Bezug auf
die Fermienergie besteht darin, dass das sp-artige Band am L-Punkt (Rand der Brillouinzone
in 111-Richtung) an der Fermienergie eine Bandliicke hat, so dass die Fermikorper benach-
barter Zellen durch Ausstiilpungen an den L-Punkten miteinander verbunden sind.

Bandstruktur von Ge nach Winkelaufgelosten Photoemissionsmessungen
(Y. Petroff, P. Thiry, Appl. Optics 19, 3957 (80))
Gesamtenergien
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{100}

{10}

1

(no}

Anisotropy of the Fermi surface of Cu, Ag, and Au in the plane

{100} and {110} according to HALSE.

M.R. Halse, Phil. Trans. Roy. Soc. (London) A265, 507 (196)
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Exon = Earetat/N — EAtom Bindungsenergie pro Atom
Ercon
0 Vo = Gleichgewichtsvolumen
|
|
| \Y
E?( oh \/
p
|
|
: p= —g—‘E/ Druck
v
| \/
|
B
S - b= v
: Kompressionsmodul
AN (“bulk modulus*)
Vo \ \

Friedel: Kohésionsenergie von Ubergangsmetallen lisst sich als Folge der Bandverbreiterung
der d-Zustédnde im Festkorper verstehen. Diese entsteht durch den Uberlapp der Wellenfunk-
tionen und der Bildung von bindenden und antibindenden Zusténden.
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n(E) einfaches Modell
fiir Zustandsdich-

|

|

|

B4 | , te

d_| | W Bandbreite "
— | A7

|

|

|

|

|

|

|

I k | E
“ Eq—Y5  Bf“" Bty
e
/ dEn(F) =10 Normierung auf 10 d-Elektronen
ra
Efr
w
B = [ (BnE)aE - +3 (8- B - (57)
iy

parabolisches Verhalten mit |Exop|maz = %W

A

B, Y% E4} E.+ Y%

Grund: Fiir Ep < Eg? werden nur bindende Zusténde besetzt, fiir Ep > E;i‘l und antibin-
dende Zusténde. Daher ist E,;, maximal fiir EFrp = E;? und verschwindet am Ende der Reihe
(Ep = B} + %)

FEr und Zahl der d-Elektronen:

Efr
10 W
/n(E)dE = Ny = W(EF - E} + )

Trends der berechneten Kohésionsenergien, Gitterkonstanten und Bulkmodule:

1)  Sehr gute Ubereinstimmung in der 4d-Reihe, etwas schlechter in der 3d-Reihe.
) Kohésionsenergie zeigt im wesentlichen ein Parabelférmiges Verhalten wie im Frie-

del’schen Modell.
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3) Ein Teil der Felder in der 3d-Reihe verschwindet, wenn die Spinpolarisation bend&tigt
wird, z.B. Wigner-Seitz Radien und Bulkmodule werden besser. Dies sind also Effekte
des magnetischen Verhaltens in der 3d-Reihe. Die Diskrepanz fiir die Kohésionsenergien
wird jedoch noch gréfler, z.B.

Fe FEgon=0,44Ry  ohne

EKoh = 0, 46Ry mit
4) Die Diskrepanzen in den Kohésionsenergien sind wahrscheinlich auf relative grofie Feh-
ler in der atomaren Vergleichsrechnung zuriickzufithren, wo die LSD-N#herung die XC-
Energie nicht hinreichend gut beschreibt. Vergleichsweise scheint die Festkérperrechnung
besser. (Nur fiir Ef,p braucht man den Vergleich mit dem Atom, nicht fiir Ry s und B)

Spinpolarisation

Der Elektronendruck p = —% 18t sich auf die Einteilchenbeitrdge bzw. die Druck-
abhingigkeit der Zustandsdichte n(E) zuriickfithren, falls diese mit “eingefrorenen® Potential
berechnet wurde (ohne Beweis).

Ep
p:—/Ean‘(/E)) dE

0
In dieser Form kann man den Druck, und damit auch die Kohésionsenergie

14
Egon(V) = — /p(V) dv

—00

nach Drehimpulsbeitrige zu 1=0 (s-Elektronen), 1=1, 1=2 usw. zerlegen. Es zeigt sich, dass die
Kohisionsenergie Fxon(Vy) am Gleichgewichtsabstand analog zum Friedel’schen Argument
durch d-Beitrdge dominiert wird. Andererseits wird der Gleichgewichtsabstand aber durch
die sp-Beitrige bestimmt, deren kinetische Energie stark mit kleiner werdenden Abstand
zunimmt. Analog wird auch der Krompressionsmodul B hauptséichlich durch sp-Beitrige
bestimmt.

® x
]J’ QlS Lf) 0.0 0.5 0

T T
x % In (a/ag) '
9 = EQUILIBRIUM LATTICE CONSTANT 1 x = Ia{a/og)
9 = EQUILIBRIUM LATTICE CONSTANT

B
T

COPPER MOLYBDENUM

L
o
T

WIGNER-SEITZ RADIUS (BOHR)
1 § §

3 WIGNER-SEITZ RADIUS (BOHR)
4 . 6 9

2 H it 1

3]

dE/dx IN ELECTRON VOLTS
[~}

~dE/x N ELECTRON VOLTS

3d 7 Ssp

-0k

Decompostion of the pressure-versus-lattice-constant curve according to d andnon-d
electrons for the transition metal Mo. The quantity a is th elattice constant and aois its
equlibrium value; E is the total energy. Equilibrium thus corresponds to the value zero on
the upper horzontal axis and the cohesive....
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WIGNER-SEIT2Z RADIUS

0.70 T T T T T

0.60 | T “

0.50 |-

040 |

0.30

COHESIVE ENERGY

0.20

0.10 ¢

0.0

5.00 | 4 -

4.50 |

4.00

350 +

3.00 |-

250 |

2.00

3000

2006 |-

BULK MODULUS

1000 |

0 Sc,VanlACo,Cu,Ga Y Nb, Tc , Rh, Az | In
Ca Ti Cr Fe N Zn Sr Zr Mo Ru Pd Cd

Figurc 1.1 Cohesive properties, Top row- cohesive encrgy (Ry/atom), Middie row- Wigner-Seitz radius
(a.w). Bottom row- bulk modulug (Kbar). Measured values are indicated by crosses.

Aus: Moruzzi, Janah, Williams: Calculated Electronic Properties of Metals



Teil 11

Elektron-Elektron Wechselwirkung
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Kapitel 6

Austausch Wechselwirkung fiir
delokalisierte Elektronen

Ferromagnetismus, wo Nachbarspins sich so ausrichten, dass sie im Festkorper ein makrosko-
pischen magnetisches Moment ausbilden, wird am h#ufigsten in leitenden Metallen wie Fe,
Co und Ni beobachtet. Wir werden hier Felix Bloch folgen und kurz zeigen, dass das Pauli-
Prinzip, die Coulomb-Wechselwirkung und die Beweglichkeit (Itineranz) freier (metallischer)
Elektronen die ferromagnetische Austauschwechselwirkung (J > 0) begiinstigt.
Ausgangspunkt der Ableitung sind die Hartree-Fock-Gleichungen, die bereits von Herrn Prof.
Capellmann in der Vorlesung Theoretische Festkorperphysik IT im SS-2004 eingefiihrt wurden.
Hier eine kurz folgt eine kurze Wiederholung. Sodann werden wir die Konsequenzen der
Gleichungen fiir Elektronen im Jellium Modell (Homogenes Elektronengas) untersuchen.

6.1 Ableitung der Hartree- u. Hartree-Fock Gleichungen

Elektronen im Kristall: kompliziertes N-Teilchenproblem, nicht exakt l6sbar.

Strategie fiir Ndherungen: N-Teilchenproblem mit Elektron-Elektron Wechselwirkung auuf
Einteilchenproblem mit einem effektiven Potential zuriickfiihren.

Hamiltonoperator fiir N Elektronen:

N 9 N 2
P; = 1 ©

H= {—+v(n)} + §Zﬁ + Venoten

- Py |75 — 7] —

- Wechselwirkung

h(7%) ~ Wechselwirkung des starren
Bewegung des‘l' der  Valenzelek- Ionengitters
ten Elektror'ls " tronen.  Summa-  (Konstante)
Feld der fixierten tion iiber alle

Tonenrtimpfe Paare: Y = % 3
i<j i#j

Ohne Elektron-Elektron Wechselwirkung (e? — 0): H = 3. h(7)

7; = (7504)  Ortskoordinate 7; und Spinkoordinate o;

82
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a = (m,s) Ortsquantenzahl m und Spinquantenzahl s

Eigenfunktion: ¥ (7#;...2n) = bay (T1)--bay (ZN)

Separation in Einteilchenzustinde

2
(0300, 5) = (25 + 007 ) 00, () = 20,0, (51

H‘IlOll...OlN - (Z Eai) ‘Ilal...OlN - \Ijal...aN

Gesamtenergie = Summe der Einteilchenenergien

N
E= E Eay
i=1

Pauliprinzip
in vereinfachter Form: keine Doppelbesetzung der Einteilchenzusténde
— alle a; miissen ungleich sein

— im Grundzustand: N niedrigste Zustdnde «; besetzt
in korrekter Form: U(#1...2N) total antisymmetrisch in den Koordinaten der Elek-

tronen (Fermionen!)
— Vorzeichenwechsel bei Vertauschung von zwei Teilchen i und j.

PijWa(l.i..j..N) =Wa(l..j..i..N) = =W u(l..0...j...N) mit: 1 =2 = (71,01) usw.

nur 2 Elektronen ohne Wechselwirkung;:

_L _ _ a1 (1) Py (2)
\IJA(LQ)_\/E(QDM(DSDOQ@) 90a2(1)90a1(2))_\/§ Gar (1) ay(2)

N Elektronem ohne Wechselwirkung:

Par (1) o Py (V)
1 90042(1) co Pag (N) 1 .
Wy(l,...,N) = Wil : : = U det|pq, (Z5)]
Pan (1) .. ¢ an (N) Slaterdeterminante

&
~—

Vertauschung zweier Spalten = Vertauschen zweier Teilchen — Vorzeichenwechsel
Vertauschung zweier Zeilen = Vertauschen zweier Zustdnde — Vorzeichenwechsel
zwei Zeilen gleich < zwei Teilchen im gleichen Zustand — ¥4 =0
d) zwei Spalten gleich < zwei Teilchen am gleichen Ort — ¥4 =0
E =) ¢e,, wie bisher; im Grundzustand N tiefste Zusténde besetzt.

7

L=

Interpretation von W4(1,...,N): je ein Teilchen im Zustand «;...an (keine Identifizierung
moglich: Elektronen sind ununterscheidbar!)

Mit Elektron-Elektron Wechselwirkung:
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Produkt von Einteilchenfunktionen ist keine Eigenlosung mehr; Problem ist i.a. exakt nicht
16sbar.

Néherungsweise trotzdem Separationsansatz machen:

Hartree-Néherung: Vg (Z1...2n) = @a, (1)...0ay (N) mit Doppelbesetzungsverbot a; # g #
. Fan

Hartree-Fock-Néherung: ¥ pp(#7...0N8) = ﬁdet\gpai (Z5)]

Einteilchenfunktionen ¢,, (%) sollen durch Minimalisierung der Gesamtenergie optimal be-
stimmt werden. Dieses Variationsverfahren fithrt auf die Hartree- bzw. Hartree-Fock Glei-
chungen fiir die Einteilchenfunktionen ¢, (Z).

Ritz’sches Variationsverfahren
Das absolute Minimum des Funktional E{¥}

(U, HD)
(W, W)

E{U} = . B{U} > E{¥,} = E,

ist die Grundzustandenergie Ey, die E{¥} minimalisierende Wellenfunktion ist die Wellen-
funktion ¥y des Grundzustandes.

Beweis: Entwickle ¥ nach Eigenfunktionen ¥,, von H: HVY,, = E, ¥,
Mit ¥ =" ¢, ¥,, und (¥,,, ¥,;,) = Oy ist
n
E |cn‘2En

By = Z\ ST

> Fy da E, > Ey fiir n#0

Gleichheitszeichen gilt nur fiir ¢, ~ d,, bzw. ¥ = ¥,

Das Funktional F{V} = F{V,(Z)} mu minimalisiert werden; dabei wird die Nebenbedin-
gung (pq, pa) = 1 durch Lagrangeparameter beriicksichtigt.

Hartree-Energie: Ey = <‘I’H, D h(ﬁ) + % > ‘F%Z)F']\Ilh)
i i#j "

(W, h(7) V) = /dfl---dfsz?;l(fl)---sz(fN)h(n)wal( 1) $ay (TN)

- / A7, (FM(F) P (T5) = (Pars hpar)  da (p1,01) = 1

62 g
Uy, =T = dZdT |pa, (T)|*|@a; (7))
(1 = ) / 54 o, (@) Plion, ()P =
7) 2 €
EH{QOa} Z d:z:goa 90041 Z dzdi’ |9001 ‘ |90012( )| ‘77_,':7|

Z#J
Variation (Normierung mit Lagrangeparameter €; beriicksichtigen):

d <EH{900¢} - Zgai[(soaw@ai) - 1]) =0
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Da ¢, (%) komplex ist, kann man unabhéngig nach ¢, (Z) und ¢} (¥) variieren. Variation nach
©r (Z) liefert:

| @i + Y [ @ e @)lenl@ = apa(@) | = 0

o/ (#a)

Hartree-Gleichungen

h2

Z |par (T Pa(Z) = eapall)

o/ (#a)

Variation nach ¢, (Z) liefert konjugiert komplexe Gleichung fiir ¢} (Z).
effektives Potential:

vl (7) = () + / A7 —
~—

Potenial des Ionengitters

Coulombpotential aller anderen Elektronen

N gekoppelte nichtlineare Gleichungen; i.a. Losung nur durch Iteration moglich. Eigenwerte
€q sind keine Observable; lediglich Lagrange-Parameter.

Hartree-Fock Energie:

Eyr = (Yur,HVpp)= Z/daﬂpa L)(Z)pa, (T)

+ —Z/dd

G

{soal( D)0 ()P, (T)Pa; (T) — n, (D)pa; (D), (T)ea, (f’)}

Zusitzlicher “Austauschterm® infolge Symmetrisierung bzw. Vertauschung von # und Z'. Mi-

nimalisierung: § <EHF{g0a(i“’)} — > ea (o) Pa) — 1))) = 0 liefert die Hartree-Fock
(63
Gleichungen

(‘h_62+ ”) Z / df’; 1‘{\% )P ea(@) = 0o (@)pa(@)pw (7)) = ca

Gegeniiber den Hartree-Gleichungen zusétzliche Komplikation, da die gesuchte Wellenfunkti-
on . (Z) im Integranden steht (nichtlokales Potential).

Elemination des Spins: Da der Hamiltonoperator den Spin nicht enthilt, Wellenfunktion
0o () in Ortsfunktion ¥(7) und Spinfunktion x(¢) aufspalten:

0o (%) = Ypns(F)xs(o) , m=Ortsquantenzahl, s=Spinquantenzahl
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(Ortswellenfunktion kann von der Spinquantenzahl abhéngen (Ferromagnetismus!))

[ o= Z/d [dzia@ = [ i P o

~—_—
1 Normierung von y

*,_V a_'/ ‘I’*//_‘/‘I’ms_‘/
Austauschterm: /di"/w = /df’ s (7) ) ZX:/(UI)Xs(U/)

7 — 7|

ss

Wegen der Orthogonalitit der Spinfunktionen treten im Austauschterm nur parallele Spins
auf: Spinabhéngige Austauschwechselwirkung. Damit ergibt sich fiir die Hartree-Fock Glei-
chung (Hartree Gl. analog):

(_%agﬂw))\pmsm + /df’ N W ()P ()

m!s' (#£ms)

2
_ / 07 S W () () is () = s U (7)

|7 — 7|
m! (#m)

Falls keine Spinpolarisation vorliegt, ist W,,(7) = ¥,,(7) unabhéngig von der Spinrichtung

und die Y kann durch den Faktor 2 ersetzt werden (Die Diagonalterme m's’ = ms und
Sl

m’ = m konnen in obiger Gleichung hinzugefiigt werden, da sie sich gegenseitig wegheben).

Hartree Gleichung:

h2 2
g o)+ [ S WP () = ()

2m ‘T N ‘ m's’(#ms)

Hartree-Fock Gleichung;:

2 62
(—h—a%ﬂ(f)) () + [ (2T ()P (7) — W () ()0, (7))

2m
= eV (7)

Dichte und Austauschdichte

bedingte Paardichte: n(7, 7) Teilchendichte an der Stelle 7, wenn an der Stelle 7 eine Funktion
ist.

effektives HF-Potential: v(7) + [ di’ ¢ n(7,7) (angewandt auf U,, (7))

|r—7"|

“normale® Dichte p(#)=2%, W (7)|2

U ()W (T, (F) U7, (7)
Wi (1) W5, ()

Austauschdichte pim) (7)) =D

o2 e?
(/df’iz‘l’;/(f”)\lfm(f”)‘l’m/(ﬁ = /dT_’l|F_F,‘p§m)(F7f¥)\Ijm(F)>

i
m
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Eigenschafen von p(7) a) [ di p(7') = N Gesamtzahl der Elektronen
b) homogenes System: p(7') = pg = % konstant

Eigenschaften der Austauschdichte:

a) F =7 pu(FF) = 2|V m(P)? = $p(7)

—

b) homogenes System Pz (T, ™) = pu (|7 = 7])
¢) Summenregel: [ di pg(F,7) =
bzw. [ di n(7, ) =N-1
Ein Elektron echselt nur mit den restlichen N-1 Elektronen

Fiir groBe Absténde: n( (7, #) = p(#) Elektronen sind unkorreliert

Fiir kleine Abstinde: n(? (7, ) = 1p(7) Paardichte ist erniedrigt,

da am gleichen Ort wegen des Pauliprinzips nur Elektronen mit antiparallelen Spin sein
diirfen. Elektronen mit parallelem Spin werden aus der direkten Umgebung des betrachteten
Elektrons bei 7 verdrangt, so dass im Mittel ein Elektron mit parallelem Spin fehlt.

— Austausch-Loch oder Fermi-Loch

(F=) _ 1 _ p(="])
p P

1 —

- Qualitatives Bild der be-

dingten Dichte n(7,7) fiir
Austauschloch (mit Volumen 1) ein homogenes System.
1
-
77

Gesamte Hartee-Fock Energie
Infolge der Elektron-Elektron Wechselwirkung ist die Gesamtenergie nicht die Summe aller
Teilchenenergien

Bup = (Wap, HUp) = 3 / 4757, (F)h() gy (7)

+ - Z/dd

i#j

{soal( E) @i (B)pa, (T) o, (L) — 0o, (B)Pa; (T)ea, ()¢ (f’)}

Eww
-k — — — — 7 = € * *
Eoy = /dmgpai(m)h(x)wai(x) —I—/dxda:'h:,_ 7 {gpai... — goaj...}

dhnlich wie oben, aber ohne Faktor % Daher gilt:

Eyr = Zf‘:ai - Eww ,
K3

da Wechselwirkung in den &, doppelt gezihlt wird (—Eww: “Doppelzihlkorrektur”). Das
analoge Ergebnis gilt fiir die Hartree Naherung.
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Koopmans-Theorem (physikalische Bedeutung der HF-Einteilchenenergien egpnq)

Ean ~ Anderung der Gesamtenergie bei Hinzufiigen eines N-ten Teilchens.

b - 3 / S

1
dd_’/
* 2/ = |

Néherungsweise sollten sich die Zustédnde ¢y, ..., pny—1 durch das Hinzufiigen des N-ten Elek-
trons nicht &ndern (Vernachlissigung der Relaxation der Wellenfunktionen). Daher gilt

Z {lea(@)Plen (@) - ..}

Z |00 (@) P e ()7 = 0o (1) a(F) () ar (7))

aFa!

2

EWN) & g1 / 47 0" (D)h(@)pn () + / did?

+ /da:d

|7 —

Z {lea(@)Plon (@) — ..}

Tl
l\’)l»—t

Beide Terme sind gleich. Also:

(N) (N-1) _
Eyp —Epp ~ Ren

Bei Vernachléssigen der Relaxation haben die Einteilchenenergien doch eine physikalische Be-
deutung. Beispiel: Einteilchenanregung vom Zustand ¢, in den Zustand ¢,: Anregungsenergie
AFE =¢ 8~ €a-

6.2 Homogenes Elektronengas in Hartree-Fock Nédherung

Homogenes Elektronengas (“Jellium*): Positive Ionen sind gleichméflig verschmiert und bilden
einen positiven Ladungsgrund mit der konstanten Dichte py = % (Ladungsneutralitéit). Wegen
der Translationsinvarianz sind die Elektroneneigenfunktionen ebene Wellen: W (i) = #eikf
Thre Dichte ist auch konstant = pyg.

B N /3
kl <ke= (372
k| < kg (Wv>

aus k-Raum Abzéhlung:

e _

47
p—

_, N
) = QZ \‘I’;;(F)\Q v T Po
k

Elektron-Ionen Potential:

Veflon(f;) = —Po/dfl Fi

v
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wird exakt kompensiert durch das Elektron-Elektron-Potential der Hartree-N&herung:

62

VHartree(F) = Po/df!
|4

=7

Ubrig bleibt nur das Austauschpotential:

e? T
Hyp = ——ma,r - /dfl —»,|P§ck(7“>7ﬂ)

|7 — 7

Hartree-Naherung: Nur kinetische Energie bleibt iibrig — freie Elektronen!

I 1 7 on==
o (7, 7) = Z — =R fp = (372 pg)/3( Fermi-Verteilung T = 0)

7
k' k' <kp
€i_’F e’kr h2k2 & 1 NN
H = ¢y mit ep = — [ dr — e k=R (=)
SV 7 FT om / =PIV
Daf i = 45, folgt e = B — 5 sl
k' <kp
k}F —+1
1 47re? 1 Vv o 4re? 2 1
= e 2 / ai " _ e—/k/Qdk//dcosﬁ%
F—Fk12  V(2n)3 E—k2 272 k2 — 2kk' cos O + k2
k'<k ‘ ‘ ‘ ‘
F k'<kp 0 -1
2k In B 2 e

Das Restintegral [ &’ dk/ln|£f£:| ist elementar: [in(z)dr = z(ln(z) — 1), [xin(z)dr =
2
G (In(z) - 3)

Ergebnis:
- R*k? kg k% —k?  k+ K
B = _ 24 £ l
EHF( ) 2m 2T < + kkp n‘k‘—k’/o
_ —2# fiir k=0
BE _Cke iy k= kp
Fermienergie in HF-N&herung:
h2k? ek
ep’ =epp(kr) —enr(0) = 5 L + r
m m
—— ——

Wert fiir freie Elektronen Austauschkorrektur
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S(R) 1
ev
10
| Li Na Al
O -
ebB 14,7 3,2 11,7 freie Elekt.
elff 185 7,4 20 Hartree Elekt.
eEXP 13,7 2,5 10,6 Experiment
~-104
(Energien in eV) HF-Werte sind um ca. Fak-
tor 2 zu groB; freie Elektronennéherung ist viel
besser!
-20]}
3 —t >
1 ke 2 k&
e(®) fur Al(r.=2, k.= 1.75R)
] |4 5 dk
Zustandsdichte: z(e)de =2 (27r)347rk‘ £d5
d k
d—Z ~ Z—fln\kp — k| divergiert fiir k — kg

= zpr(er) = 0 Zustandsdichte verschwindet bei Ep
= kein Beitrag zur spezifischen Wéarme (m* = 0) - grob falsch!

Grund fiir Fehler der Hartree-Fock Né&herung:

lange Reichweite des Coulombpotentials im Austauschterm bzw. Vernachlissigung der “Kor-
relation“ der Elektronen %—Potential ergibt Fouriertransformierte k,% fiir kleine k, die z.B. zur
Singularitit in|kp — k| fiihrt.

Einfache Verbesserung:
Coulombpotential im Austauschterm wird durch die anderen Elektronen k # (i,7) abge-
schirmt. In einfachster Ndherung %-Potential durch Thomas-Fermi Abschirmung modifizieren

1 e dkp \'?
sc = - " t k =
Vse(T) e mit krp <7m —3
Dies fiihrt auf:
- R 1 4me? 4me?
m k/<kF|k_k| +kTF |k — K|

exe(k)
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£
v
1 Diese Ndherung beseitigt praktisch alle Proble-
e me:
____________.__————_"——_ ¢ ¢ o .
. a) €gzc(k) ganz schwach von k abhingig
h2k?
-lo | ep = e(kp) —e(0) = —L
2m
g,(K)
b) kein singuléres Verhalten bei kg
-204 2(Er) =~ zrp(Er) , spezifische Warme endlich
T t L —
1 kl 2 xsa+4 = Korrelation ist wichtig!

HF-Gesamtenergie:

h2k? 1 - 1 [ h?k? -

k<kp k<kp

R’k elkp k% —k?  kp+k
= 2 £ 24+ L£-—1I
Z{Qm An < ke ”'kF—k;|>}
k<kp
Ergebnis:
3 h2k? 3 ek .
e R e mit ke = (370"

~—— ~——

kinetische Energie Austauschenergie

E(Ry)T

104

0.8

08 mittlerer Elektronenabstand r; (dimensions-

044 105)
0.2 AT 5 3 1
—riapg = —,
0 37 B po
-0.24 2,21 0,916
: HHF:N< o ) [in Rydberg]
-04 | T,g TS

Relativ zu den Einteilchenenergien ist das Er-
gebnis fiir die Gesamtenergie besser, da es aus
einem Variationsverfahren gewonnen ist.

~064

-0.8

-1.0J

Kinetische,Austauscb— und
Korrelationsbeitrige zur
Gesamtenergie
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6.3 Homogenes Elektronengas mit Spinpolarisation

Hartree-Fock Gleichungen mit Spinpolarisation und Magnetfeld B

2 2
{—;—mag +o(7) + /df’ (o) = (7)) — S,uBB} U s (7) = Ems U (7)

=7

s = +1 fiir Spin T und Spin |.

Beim homogenen Elektronengas ist die Dichte p(7) = % = N+‘J;N‘ fest wegen der Ladungs-
neutralitét, lediglich die Magnetisierung M = N, — N_ kann variieren. Deshalb heben sich
die Coulombterme v(7) und [ di” |Fim|p(f’ ) wieder auf. Als Potential bleibt nur der Spin-
abhéngige Austauschterm {ibrig.

Wegen der Transaltionsinvarianz sind die Eigenfunktionen wieder ebene Wellen,

1 .-

@E, L= \/—vel " (unabhéngig von der Spinrichtung)
aber die Zahl der besetzten Zustdnde N4 bzw. N_ ist verschieden fiir beide Spinrichtungen.
Dies bedeutet, dass neben dem Term +upB auch der Austauschterm spinabhingig wird, da
K <kj= (67r2%)1/3 fir 7-Spins und ¥ < kp = (67r2%)1/3 fiir |-Spins. Die Einteilchen-
energien sind damit analog zum Fall ohne Magnetfeld gegeben durch

k2 e2kE (k52 -k KE+k
k)= -—LE 14+ £ In |- + BB
=) =g oeiE M lE gl e
e+ (k)
Epd———m e mit kE = (6725%)1/3 baw, 42E? = N, C0°
Alle Zusténde unterhalb Er sind besetzt (bei
T =0); d.h. es ist
k _
= (h) B = ey (kp) = = (kp)
das chemische Potential fiir beide Spinrichtun-
e-(k) gen.
R2kES 2k Rkp” kg
er(bf)=—L - —L +upB=c_(ky)= - - —L —upB

2m T 2m T
N. N_
mit &k} = (67727+)1/3 , k= (6%27)1/3

Da N = Ny + N_ durch die Dichte pg des Elektronengases vorgegeben ist, stellt diese Glei-
chung eine Bestimmungsgleichung fiir die Magnetisierung M = up(N_ — N;) = M(B) dar.
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Falls das Magnetfeld B hinreichend klein ist, ist i.a. auch die Magnetisierung M klein, so dass
wir die obige Gleichung in M linearisieren. Zunéchst fithren wir
N_-N, M

N ugN '
als Grad der Spinpolarisation ein. P = (0 entspricht dem unmagnetischen Zustand N, = N_,

wihrend P = +1 einer vollstindigen Polarisation (Sittigungsmagnetisierung) M = +upN
entspricht. Damit 1é8t sich obige Gleichung e (k}) = e_ (k) umformen in [Ny = £ (15 P)]:

h? ka P

2m

P=

—1<P<+1

2
(1-P?P -1+ P)2/3] _hor [(1 —P)Y3 —(1+P)\3| 4+ 2upB=0

v
Hierbei ist ko rp = (372p0)'/3 der Fermi-Wellenvektor im unmagnetischen Ausgangszustand
(N4 = N_ = Z). Die Linearisierung in P ergibt:

W2kg - 4 e*kor 2
— — ~— —P+2upB =0
3 +2uB

2m 3
_ 2 uB 1 . _ 2 Ey __ me2 1
bzw. P = 3% 5 T B mit o = 3Eo,r ~ wh?kp ~ mapkor >0

Fiir die Suszeptibilitdt, M = yB, erhilt man
345 1 1
=NLZE — R

X 2 EO,F 1-—a XPauli 1—

X Pauli 1St die Suszeptibilitit freier Elektronen, gegeniiber der die Suszeptibilitidt x der
Hartree-Fock Theorie um den Faktor ﬁ erhoht ist. Die Suszeptibilitdt x und damit die
Magnetisierung M divergiert, falls &« — 1 — 0 strebt. Dies entspricht einer Instabilitdt des
homogenen, unpolarisierten Elektronengases fiir & > 1. Die Bedingung o > 1 bedeutet, dass
fiir kleine Dichten pg < m das Elektronengas spontan polarisiert, d.h. ferromagnetisch
wird.

Zur genaueren Analyse dieses Ubergangs betrachteten wir die Gesamtenergie fiir vorgegebene

N, und N_. Es ist

3Kk 32kt 3Kk 3ekn
E:N+<— L) N (s - R ) BV 4+ V)

5 2m 5 2m 4

Wegen Ny + N_ = N setzen wir wie oben N = &(1  P) und diskutieren E als Funktion
von P.

E(P) = Nl [(1 — P34 (1+ P)5/3]
5 2m |2
1
— Loz (=P P } —upBNP
Fiir die Differenz AE(P) = E(P) — E(0) gilt im feldfreien Fall (B = 0)

~ 1 th(Z),F 2 e .

AE(P) = §NW(1 — a)P? fiur kleine P
3 th(%F 2/3 5 1/3
AB(+1) = E(#1) = B(0) = SN— = <(2 /3 _1)— S0(2 /3 _ 1))
m

Der Verlauf von AE(P) ist fiir verschiedene a-Werte als Funktion von P aufgetragen.
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Fiir o < 1 ist der unmagnetische Zustand P = 0 lokal stabil, da %|p:0 > 0. Fiir a > 1 wird

er instabil. Allerdings hat schon vorher, d.h. fir a > %(21/3 + 1) = 0,905, der Zustand mit
P = +1 eine tiefere Energie. Dieser Zustand beschreibt eine vollstdndige, spontane Polarisie-
rung des Jelliums.

Das Beispiel zeigt, dass die Austauschwechselwirkung die Ursache des Magnetismus ist. Wird
die durch die Parallelwechselwirkung der Spins gewonnene Austauschenergie E, grofl genug,
d.h. a= % E%p > 0,905, so ist der Grundzustand ferromagnetisch.

Fiir a < 1 ist der paramagnetische Zustand stabil. In diesem Fall ist die durch die Parallel-
stellung der Spins gewonnene Austauschenergie nicht grofl genug, um die durch die Parallel-

stellung erhohte kinetische Energie auszugleichen.

31 th:%+ h2k2, _3h2k§7F1
52 5 2m 2

h2k2
S 3Ry F
-5 2m

ST (PP s p)

22/3>..>1

In der Hartree-Fock Niherung tritt der Ubergang zum ferromagnetischen Zustand fiir a@ =
L > %(21/3 + 1) = 0.905 ein. Dies entspricht einem rs-Wert von

magkp

9 1/3
re = g(zl/?’ +1) (%) = 5,45

Nach Monte-Carlo-Rechnungen (Ceperley-Alder) ist dies qualitativ richtig, aber quantitativ
um eine Grofenordnung falsch. Der Ubergang wird gefunden bei

rg =794+1 .

Bei geringfiigig niederen Dichten tritt ein zweiter Ubergang zu einem Wignerkristall auf (bei
rs = 84 + 4). Infolge der Vernachldssigung der Korrelation iiberschitzt die Hartree-Fock
N#herung die Tendenz zum Magnetismus erheblich!



Kapitel 7

Lindhard’sche
Dielektrizitatskonstante

7.1 Ableitung der Lindhard’schen Dielektrizititskonstanten

In diesem Kapitel wollen wir den linearen Response eines Jelliums auf eine orts- und eine
zeitabhéngige duflere Storung untersuchen, die durch ein Stérpotential v(7,¢) beschrieben
wird. Dabei beschrinken wir uns auf die Hartree-Nédherung. Insbesondere wollen wir studie-
ren, wie das duflere Potential durch die Elektronen des Jelliums abgeschirmt wird.

Hartree Gleichungen (ohne Spinpolarisation)

2 2

gt o+ [ a7 Y el | o) = enon ()

2m |7 — | ot ()

Bei kontinuierlichen Systemen (Jellium) kann man die Summationseinschrinkung m’s’ # ms
vernachléssigen. Die Summation iiber s’ liefert einen Faktor 2, da die Einteilchenwellenfunk-
tioen ¢, (7) nicht von der Spinrichtung abhéingen. Da wir eine zeitabhéingige Stérung v (7, t)
betrachten, miissen wir von den zeitabhéngigen Hartree-Gleichungen ausgehen.

V) ) eult) = 2ol

2m T r Pm\T, - i tPm\T,
V(Fa t) = ’U(F, t) +€2 _.dfv—y p(Flat) mit p(Flat) = 22 |Q0m/(7:¥7t)|2
N—— N—— |’I“ & | o

effektives Pot. dulleres Pot.

“Hartree*“-Pot.

Das Hartreepotential beschreibt, wie ein duferes Potential v(7,¢) durch das Potential der
elektronischen Dichteverteilung p(7,t) abgeschirmt wird und dadurch ein effektives “inneres*
Potential V (7, t) entsteht.

Ausgangspunkt: Jellium ohne Stérung (Index “null®)

95
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vo(7) =vg konstantes Potential des positiven Untergrundes

po(7,t) = po konstante Elektronendichte
Vo7, t) = vo + 2 fdf"FfQF,‘po =0, da Jellium neutral ist.
Eigenfunktionen:
W s (0)- hy O
5 0z p (7 t) = Eatgolg (7, 1)
1 e h2 k2
QOI(ZO) (F,t) = ﬁ ZkTe_EEEt mit EE = %,Q = Volumen
oy ) 2 _ L _N_
po(7,t) = Z |<pE (7)) = 52 Z 1= q =P konstant
E’5E<EF E,EE<EF

v(7,t) = vy + 0v(r,t) , ov klein
p(Fv t) = Po + 50(77’ t)
2
wmo:&mo+/wr 001", (7.1)

Fourierzerlegung des Storpotentials:
u(r,t) = /dq_’dw vqwei‘TFe_i("J'H‘O‘)lt , o — +0

Die positive Grole a > 0, die im Endergebnis — +0 strebt, beschreibt das adiabatische (d.h.
beliebig langsame) Einschalten der Stérung, so dass die Stérung bei ¢ = —oo verschwindet
(v(r, —o0) = 0)(beachte, dass die Grenziibergéinge t — —oo und a — +0 nicht vertauschbar
sind. @ — 40 ist stets zuletzt durchzufiihren), aber fiir endliche Zeiten in voller Stéirke wirkt.
Analog kann man auch 6V (7, t) und dp(7,t) nach Fourier zerlegen.

V(7 t) = /dq_’dw Y/qwei‘ife_i(“+i°‘)t , 0p(7t) = /d(j’dwe“‘e“‘

Aus Gleichung (8.1) erhélt man dann:

4e?
Vio = Vg &~ P (7.2

Zur Bestimmung des effektiven Potentials 6V (', t) bzw. Vg, brauchen wir noch einen Zusam-
menhang zwischen der gestorten Ladungsdichte dp(7, ) bzw. p(gw) und dem dufleren Potential
0v(7,t) oder dem “inneren® Potential §V (7, t). Diesen erhalten wir durch Lésung der Hartree-
Gleichungen, wie im folgenden gezeigt wird. Im Rahmen einer Stérungsrechnung 1. Ordnung
in 0v(7,t) muf dieser Zusammenhang wegen der Translationssymmetrie des Jelliums die fol-
gende Gestalt haben:

dp(r,t) = /df"dt’x(f’— 7t — t’)éV(f",t’) bzw. pg, = XqwVaw
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Bei bekanntem xg, erhalten wir aus Gleichung (8.2) eine Bestimmungsgleichung fiir V, als
Funktion des dufleren Potentials vg,

4mre?
Vi = vaw + -z X Vi

4me?
¢z Xqw

Losung: Vg, = ZZ:: mit e(q,w) =1 —
Die ¢~ und w-abhingige Dielektrizitéitskonstante (g, w) beschreibt den Zusammenhang zwi-
schen dem dufleren Potential vg, und dem inneren effektiven Potential V. In der Elektrody-
namik ist £z, = € eine Konstante: Das dufiere Potential dv(r,t) entspricht dem dielektrischen
Feld B(F, t) = —0p0V (7,t), dessen Quellen die “externen“ Ladungen sind, wihrend das ef-
fektive Potential 8V (7,t) dem elektrischen Feld E(7,t) = —070V (7, t) entspricht, das sowohl
dje Wil;kungen der dufleren Ladungen als auch die der Polarisationsladungen dp(7,t) enthilt:
D=¢FE

Bestimmung von x(¢,w): Bestimmung von dp(7,t) durch Losung der Hartree-Gleichung:

I V(0 ol 8) = — (1)
2m (2 r, Om\T, - i tPm\T,
Storungsrechnung 1. Ordnung:

PR = o () + o) () mit ) (1) = —=
(——82+ a> P (7 1) = =0V (7, )l (7, ) = I(7, 1)

Da wir uns auf die Stérungstheorie 1. Ordnung in 6V (7,t) beschrinken, konnen wir statt
einer allgemeinen Stérung

V(7 t) = /dq’dw V(Twei‘ife_i(wﬁa)t

nur einen einzigen Fourierkoeffizienten ‘/(Tweiﬁe*i(“’“a)t betrachten und das Ergebnis iiber
alle ¢ und w integrieren. Da §V (7, t) reell ist, wéhlen wir als Storung

oV (r,t) = Vq*weiﬁe_i(w”a)t + konj. komplex
Die Inhomogenitat I(7,t) in der obigen Gleichung lautet dann:

= 1 — 7 . V:'k 7 — 7 .
I(F, t) - _ qu ez(k—l—q')re—g(ag—khw-kza)t _qw ez(k‘—q')re—g(e,;—hw-kza)t

VQ VaQ
Losung oM (7, 1):

O (7 4) = pH) L i~ et hotio)t +b( ) L ir i (e hwtia)

R NG No
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Durch das Potential 0V (7,t) wird dem System offenbar ein Impuls /g (bzw. —Ag) und eine
Energie fiw (bzw. —hw) iibertragen.

B Vi p) — VEs

k _€E+hw+ia—€];+5 k _sk—hw—kia—glgqu

Die Dichtesinderung dp(7,t) in erster Anderung in 8V (,t) gegeben durch

oot =2 > IV +el PP =2 > {0l F )+ k|

kep<Ep kep<Ep

Durch einsetzen von (‘01(2) und @g) findet man:

2 1 1 o
op(7t) = = { _ + _ }Vq@elqre’(“’“a)t—i— k. k.
QEs<EF Elg—i—hw—l—za—slaqq EE—M—ZQ—EEﬂT

Substituiere: k — k + ¢

f(EEJrq')

V" iqr , —i(w+ia)t koni. k 1.

PGw=Xgw qu

f(E—'):{ 1 fir e < Ep
k 0 fir e > Ep
muss man die T-abhéngige Fermiverteilung nehmen.’
Ergebnis:

ist die Fermiverteilung fiir 7' = 0. Fiir endliche Temperaturen

. Ame?
E(Q,W) =1- qg X(Q7w)

U—A
Vi = —222
o e(qw)
Z ( k+q) hQEQ
y &= S
©9) = I —|—hw—|—2a—z-:l§+§ k 2m

Lindhard’sche D1elektr1z1tatskonstante (fiir das Jellium in Hartree N&herung; RPA. random
phase approximation; selfconsistent field)

allgemeine Storung:  dv( f dqdw vg, elw o — (wia)t

efektives Potential SV (7, t) = [ dgdw ;(’Z::) eldw o~ (wtia)t

SV (7, t) = /df’dt’s_l(F— 7t —t) su(, t)
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mit e 1(7,t) = [ dgdw 5(;%) 1w g —ilw i)t

Der Zusammenhang zwischen dem #ufleren Potential Jv(7,t) und dem inneren
“abgeschirmten“ Potential dV (7,t) ist linear, aber nicht-lokal in Ort und Zeit. Wegen der
Translationssymmetrie des Jelliums hiingt die Funktion e~!(7,#,¢t — ) nur vom Abstand
7— 7 ab. Bei einem inhomogenen Medium wiirde e~! sowohl von 7 als auch von 7 abhingen.
Wegen der Translationsinvarianz in der Zeit hingt e~ nur von der Zeitdifferenz ¢ — ' ab.
Da die Storung dv(7,t") zur Zeit ¢’ nur das effektive Potential §V (7, t) zu spéteren Zeiten
t > t' beeinflussen kann, muss die Dielektrizititskonstante e~ 1(7, 7, ¢ — t/) fiir Zeiten t < ¢/
verschwinden.

e M (F—7,t—t') =0 fiir t <t wegen der Kausalitiit

Dies wird durch den Grenzwertprozess des adiabatischen Einschalten (o > 0, o — +0) ga-
rantiert.

e(qw

j ] |
J | |
! | |

Als Funktion von w hat (q,w) einfache Pol-
stellen fiir

w ho=ep, -—ep—ia

d.h. nur in der unteren Halbebene mit Im(w) =

—a < 0. Die Nullstellen von ¢(¢,w) sind die

)
|
|
|
|
|
|
|
|
i
|
|
|
|
: Polstellen
|

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
f f
| |
| |
| |
| |
| |
TIT
I I

——— Polstellen von &(q,w)

von m und liegen daher auch in der unteren Halbebene I'm(w) = —a < 0. Bei der Berech-

nung von ¢ (7, ¢) kann daher die w-Integration

+oo
571(7_';7t) = /dcj’eqr / dw eilwt__\i / \
e(q,w)

—0o0
1 W'
= dge'd” dwe™t — X X X X X|x x X x X
e(q,w)
<0 Pole

e Y7 t) =0 fiir t <0

fiir ¢ < 0 durch das Integral iiber den unendlichen oberen Halbkreis ergéinzt werden, da
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et — W' lt=w"Itl auf diesen Halbkreis exponentiell verschwindet. Nach dem Residuensatz

ist daher e~ 1(7,t) = 0 fiir t < 0.

Real- und Imagnirteil von &(q,w)
Mit Hilfe der Relation

1 1 1 n 1 +1 1 1 x . o
= — — — — —
r4+ia 2 \z+ia T —ia 2\z+ia z—ia 2 + a? 2 + a2

1
o P(-) —im d(z) fiir a« — 40
T+ T
Hauptwert 5— Funktion

kann man (g, w) = €1(¢,w)+iea(q,w) in einen Realteil €1 (¢, w) und einen Imaginérteil 2(q, w)

zerlegen. Vorher schreiben wir die ) in ein Integral # i dk um ( @ ist das spezifische
kE

k-Raumvolumen pro %—Wert).

2 - fleg) = flegyy) h2k2
s(q_’,w)zl—%/dk Mk , g = o
g slg—i-hw—i-za—smi 2m
Realteil:
e2 L fleg) = flegya)
f,w)=1-— P [ dk T = (—¢q -
51(Q7w) 7_(_2(22 / E]; + hw + i — €E+q—» El( q, w)
Substituiere: k + ¢ — k' und k — K — ¢
Imaginérteil:
. e - . .
eo(qyw) = oy /dk: (f(sE) — f(sg+§)> 1) (f-:]; + hw + i — EE—I—cT) = —g9(—q, —w)

Da das Jelliummodell im k-Raum keine Richtung auszeichnet, gilt weiterhin: £(7,w) = (g, w)
mit |g] = ¢. Daher gilt

51(%(‘}) = 51(% _w) und 52((]7(‘}) = _52((]7 _w)

Der Realteil £1(q,w) beschreibt die Abschirmung des Jelliums, wihrend e9(q,w) eine
Dampfung beschreibt. Speziell fiir w = 0 (statischer Grenzfall) gilt: £2(q,0) = 0, d.h. €(¢q,0)
ist reell.

7.2 Statische Abschirmung ¢(q,0)

Wir betrachten in diesem Kapitel, wie eine statische Stérung dv(r,t) = Av(7) in einem Jellium
abgeschirmt wird. Wegen

du(ryt) = Av(r) = /dq"dw vq@eiqq’?e*i(“ﬂria)t unabh. von ¢
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muss die Fouriertransformierte vg, die Gestalt vg, = vgs5(,) haben. Damit erhalten wir fiir die
Fouriertransformatierte des effektiven Potentials §V (7, t) = AV (7)

Vg
£(7,0)
D.h. der statische Response wird durch die Dielektrizitéitskonstante (¢, 0) zur Frequenz w = 0

bestimmt. Diese “statische® Dielektrizitatskonstante £(¢) = €(q, 0) ist, wie oben gezeigt wurde,
rein reell und héngt nur von ¢ = |g] ab.

Vaw = Vguo(w) mit Vz=

e2 /dlZ flep) = flerg)

E(Q) = E((LO) = 1- 2

g F T Ck+q

2 .
- o1& QP/dk M
w2’ T Ck+q

Da beide Integrale ([ ...f(e;) und [ ...f(ej, ) bis auf ein Vorzeichen den gleichen Wert haben

(substituiere k + ¢ — k, usw.)

h? h?

B oy B g o
e = %k €F = Ehyg = —%(q +2k-q)
Ame? kp +1
me 1
= 14+ —>—— [ K2dk2 dcos@ P 5————
£(a) * h272q? / 7T/ cos q% + 2kq cos 6
21
2 'F ), k
4 2
— ﬂ/—dk 1n|Q+ |
n2r¢? | ¢q q—2k
0

Die weiteren Integrationen sind elementar ([ Inzdzr = z(lnz—1), [zlnzdr = $—22(1n x—31)).

2
Ergebnis:

k‘2 1 kF q q+2kp
=14+ ZE - 4 = (1 (=)L
=1+ {2+2q< G ) m oy

4 kr — 6me? po
T ABohr Er

mit k2., = %k}r = (Thomas -Fermi’sche Abschirmkonstante)

Verhalten fiir kleine q < 2k

1k 1+ 5 1k
——l——FlIl| 22F| ~ __i__FiQ =1
2 2 1-gk 2 2q2kp
(In(141) =z fir 2| < 1)

2

k
)1t 5, g <2k
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Da e(q) — oo strebt fiir ¢ — 0, wird ein langwelliges Storpotential vollstéindig abgeschirmt,
da das zugehdrige effektive Potential vy = % verschwindet.

Verhalten fiir grofle ¢ > 2kp:

2kp
1 1kF q 9 1+ T 1 2]€F 2
{54_5? <1—(%) ln|1_72ﬁ| —Taylor 3(7)

q

4 k3 p k3

3 ¢
Eine kurzwellige Storung mit ¢ > 2kr wird nur sehr schlecht, im Grenzfall ¢ — co gar nicht
abgeschirmt.

e(g) ~1+ q>> 2kp

Verhalten fiir ¢ ~ 2k — F' (bestimmt das asymptotische Verhalten im Ortsraum)

k2. (1 1
E(q)zl—l—ﬂ{———<l—i>ln\l—i} g~ 2%

4k2 12 2 2kp 2kp
Die Ableitung €'(q) divergiert ~ In[l — 5|, die zweite Ableitung €”(g) divergiert ~ H_ii‘
2kp
24p
22}
20} x50 The static Hartree dielectric functi-
s on computed for an electron densi-
g ty equal to that for the valence elec-

trons in aluminium. The region near
the singularity at ¢ = 2kp is expan-
ded by a factor of 50 and plotted in
the reset.

i

Abschirmung eines Coulombpotentials

Abschirmung einer Ionenladung n(7) = Q&(7) im Jelliummodell: v(7) = —<< Q@ =
Uberschussladung des Ion (z.B. Al in Na: Q = +2¢)
abgeschirmtes Potential V (7):

UG o dq7 —4meQ .
V — d ~4q iqr — iqr
(7) / Tes /(27r)3 ??<(q)

Polarkoordinaten: dg = 2mq?dq dcos ), €' = ¢'arcost

o0

_eQ2 sin gr
Vo == [l
0
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fiir e(q) = 1 erhélt ,am V(r) = v(r) = —#, keine Abschirmung. Thomas-Fermi Ndherung:
2
e(q) =1+ qu—QF, Néaherung fiir ¢ < 2kp

V() = / —4meQ _@efkmr

e
3q —i—k:2 T

abgeschirmtes Coulombpotential (Yukawa-Potential) (exponentielle Abschirmung, kein Po-
tential fiir grofe Abstéinde)
induzierte Ladungsdichte: V2V (7) = dmem Ladung (7), V (r) = —#e_k”r

r~0 V2V (7) = 41eQd(v)
r#0 ViV (r) = 1837“1/(7“) = —@Ofe*k”r
r r

k‘2
naP)= Q) — LTk
—_—— 47r
Ionenladung induzierte Ladungsdichte
o0
/ dinpaa(f) = Q — Qkip / rdre TP =0
0
nLad(T)
Qo(7)
Um die Ionenladung Q wird eine elek-
tronische Ladungsdichte induziert, die das
Ton vollstdndig abschirmt, so dass die Ge-
,,,,, r samtladung verschwindet. Das so gebildete

“Pseudoatom® ist elektrisch neutral.

Die vollstdndige Abschirmung ist eine Folge des metallischen Verhaltens der Elektronen und
gilt auch fiir exakte Dielektrizitdatskonstante.

VQV(T):/ dg @ W0 da V2T — 2007
(

e
4re

N Ladung (F) =

2P (@) e

/drnLadung ) = / 6(q) = (—) =0 ,da / (2‘5336@?: 5()

Die vollstandige Abschirmung folgt aus der Tatsache, dass fiir Metalle () — oo fiir ¢ — 0.
Fiir Halbleiter und Isolatoren trifft dies nicht zu.

Umseitige Figur zeigt das Ergebnis einer numerischen Rechnung des effektiven Potentials
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V(r) fiir eine Punktladung Q4d(r) mit der Lindhard’schen Dielektrizitdatskonstanten. Fiir kg
wurde ein Wert von kp = 0, 75a]_31 gewihlt, was in etwa dem Wert von Cu (kp = 0, 72a§1)
entspricht, wenn man Cu ein Leitungselektron zuordnet. Fiir kleine Abstéinde kpr < 1 spielt
die Abschirmung keine Rolle. In einem mittleren Bereich kpr < 4 wird die Abschirmung gut
durch die exponentielle Thomas-Fermi N#herung beschrieben. Fiir grole Absténde kpr 2 4
ist die Thomas Fermi Néherung qualitativ falsch, da das Potential ein oszillierendes Verhal-
ten zeigt (Friedeloszillation). Asymptotisch ist V' (r) ~ cos 21;5 ~. Der néichste Nachbarabstand
entspricht etwa dem ersten Minimum des Potentials. Bei diesen Abstinden ist der Effekt
der Abschirmung dramatisch: Das Coulombpotential wird um einen Faktor 1072 reduziert.

Dartiber hinaus ist das Vorzeichen falsch.

A-Vilr)/
-V () T 7ak
ot F
kF= 0.75/a 5
k.=0.75/a
1.5 5
it
t
1
Coulomb ~ -
-3
10
]
v )
‘\ Thomas-Fermi
0.5 A
:I!f1 \\‘/
A
- Vo) T~y
10 o
.\ '/
* /
-0.5 1 S )
. N ¥ Asymptotik
10’ ‘ ,
o 1 2 3 &
ker

Friedeloszillationen: asymptotische Entwicklung von V' (r) fiir groe r.

o0

_eQ2 sin gr
Vo == [l

Nach zweimaliger partieller Integration erhélt man

0
o o 2?1

— — [ dg singr—(
o 7 / dq* " qz(q)

2 1
V(r):—g— 1cosgr

singr d 1
rom r qe(q)

0 r dq(qé‘(Q)

)

)
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Die ausintegrierten Anteile fiir ¢ — oo geben keinen Beitrag. Das gleiche gilt fiir ¢ — 0, wenn

2
man e(q) ~ qu—2F beriicksichtigt.

e@ 2 d? 1
Vir)= 3 ﬂ/dq smqrd 2( q))
0

Fiir grofie r wird das Integral durch das singulére Verhalten von (q) bei 2kp bestimmt. Wie
schon gezeigt gilt:

k2 1 1
~ 1+ 1——1 1—— ~ 2k

2 1 1 k21 1

- ~ " _
PV I s e s A Y sy

1%

) , P = Hauptwert

Qk2p 1 /OO 1
~ — — | d P(
V(T) (QkF 52 2]€F mrs q s1nq7’ — 2]€F)
0

substituiere qr = 2kp + x
sin qr = sin 2kpr 4+ x = sin x cos 2kpr + cos x sin 2kpr

eQk2 - cos 2kpr 1 70 sinz | sin2kpr 1 70
Vir)~— — d dx P
) (2kp)*e2(2kp) r o - * r v ( ) cos z
=0
Vi)~ — eQk%  cos2kpr

(2]431?)462(2]6‘1?) 7“3

Anwendung: Bandstrukturberechnungen mittels der Pseudopotentialmethode (siehe OPW-
Verfahren)

Die Pseudopotentiale beschreiben die Streuung an den “nackten® Ionen und beinhalten noch
keine Abschirmeffekte. Diese kann man storungsméflig beriicksichtigen, indem man die Fou-
riertransformierte v,s(¢) des Pseudopotential durch e(q) dividiert.

vor W(q‘) Upst) 5(9) OPW-Formfaktoren (d.h. abgeschirmte Pseudopotentiale)

e(q)
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o

Beispiel: empty-core model

0 fir r < R,
vps(r) = _ze fiir r > R,
Are?Z
VOPW ()= ——— 2 cosqR,
= g ot

v(q) calculated from the empty-core model but typical of
most pseudopotentials.

dme’Z 2

v 3
Elektron-Elektron Abstoflung: Das Abschirmkonzept kann man auch auf die Elektron-
Elektron Wechselwirkung anwenden, indem man ein herausgegriffenes Elektron als eine Po-
tentialstorung v(r) = % auffasst, die im Jellium abgeschirmt wird. D.h. es werden andere
Elektronen aus der Umgebung des herausgegriffenen Elektrons verdriéngt, und die dann nicht
mehr komprimierte positive Untergrundsladung bewirkt die Abschirmung. Dies ist eine einfa-
che Begriindung, warum man - um in einfacher Weise Korrelationseffekte zu beschreiben - im
Austauschterm der Hartree Gleichungen das Coulombpotential € durch e krrl=7|

[F—7| [F—7|
ersetzt.

7.3 Plasmonen

Imaginérteil e9(q,w): Zunéchst wollen wir diskutieren, fiir welche Gebiete in der w — ¢ Ebene
£2(q,w) von Null verschieden ist

62

aaw) = o | AR (flep) ~ flegy) dep + ho — <)
e? -
_ W—qQ/dk 1)1~ Flep) e + o — 2.,

— leg, (0= Fep) 8oz + e — e, ) |

62

a0w) = dk () (1~ feg, ) {5(5,; +hw — e, ) — Oleg — hw — sm)}

(Substituiere k — k + ¢ und benutze, dass das Integral von |g] abhéingt)

Die Fermifaktoren f(e;)(1— f(ej +§)) besagen, dass bei T = 0 der Vektor k innerhalb der Fer-

mikugel % < Ep liegen muss, wihrend |k + ¢ auBerhalb der Fermikugel Efrg—Ex = w >0,
bei denen die Energie iw auf das Jellium durch Einteilchenanregungen iibertragen wird. Die
zweite d-Funktion kann fiir positive Frequenzen w > 0 nicht erfiillt werden, da bei T' = 0
immer EE+§ > B ist.
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Die w- und g-Werte, fiir die sowohl der Energie-
satz hw = eg g ek als Besetzungsbedingung
flep)(X = feg +(T)) erfiillt werden kénnen, sind
untersucht worden und liegen in den schraf-
fierten Gebiet. Nur fir diese ¢ — w-Werte
ist e¢2 < 0. Prozesse mit anderen Impuls-
u. Energielibertrigen sind im Jelliummodell
ungeddmpft (e2 = 0).

Realteil £1(q,w)

2 L fleg) = flepyy) = -,
e1(qw) = 1-— 2 5 P/dk: k F07 gubstituiere k+qd—k
mq €8 — €y hw
_ . “ /dE fleg) B f(eg)
7T2q2 65—512_1_5-1—7%.) 65_(7—6];-1-%
2¢? / - F  Ckyq
= 1- dk f(e7) ¢
¢ Mleg—epig)® — (w)?
Entwicklung fiir kleine g (w endlich: %q < hw)
o h2—*_, h2 9
g = o 50
2¢? - %Eq"-i— h—;(jg
) = 1= [ G e
T \'m 2m
L2 / [ R 2 (LF7+ 22) ((ED? + (BP0 + ..
T2 (hw)? (hw)*
k<kp
2¢? (o R A e . .
- 1— m 2m N3 3 N3 2 2% 4‘“
o | dk{ ol (D + PP + (g
k<kp
2¢ 7 25_2(12 W5 B3 =o 93 4
= 1-—= dk n — —)%(k -4+ ...q ...
72¢2 / (hw)2+(m) +(m)(q q2+ q
k<kp

Beitrédge verschwinden wegen E—Isotropie.

2 2

~ Wpr  Yp3 hkp
El(q,w)zl—w—g—w—igv%f-l- UFZW
e? Adr 47e? py

. 2 3
mit ws = = Plasmafrequenz
pl 2m 3 F q
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2
w
q—0:6(0,w)=1— w_l;l Nullstellen fiir w = wy

effektives Potential: Vi, = e
wil

w2

unendliches Response fiir w = wy,

Falls die Frequenz w mit der Plasmafrequenz {ibereinstimmt, ergibt sich ein unendlicher
Response. Es liegt offenbar eine Resonanz vor, d.h. fiir die Frequenz w = w,,; gibt es eine
Eigenschwingung des Systems. Das System fiihrt fiir solche Plasmaschwinungen auch ohne
dufleres Potential aus. Wie beim linearen Oszillator miissen diese Plasmonen quantisiert wer-

den, und es gibt eine Nullpunktsenergie ﬁ/';pl.

Fiir unendliche ¢-Werte zeigen die Plasmaschwingungen eine Dispersion, die sich aus der
Nullstelle von €1 (g,w) ergibt.

2 2
w w3
_ ~ _ ol Tplo 2 2
e1(qw) =0 = 2 T asvrd + ...
2 3.2 2
~ Y 5VRY "
w? w

3 3 v%4.q?
2 2 2 2 F
S w =uw - bzw. w =w —

ol T sUFd” bz () pl + 10w,

Diese relativ schwache ¢-Dispersion ist im w — ¢ Diagramm zu Beginn des Abschnitts einge-
zeichnet.

Wichtig ist, dass im besagten ¢ — w Bereich der Imaginérteil 9(q,w) verschwindet. Die Plas-
maschwingungen sind daher ungeddmpft. Dédmpfung setzt erst ein, wenn die Plasmafrequenz
wp in das Enteilchenkontinuum einmiindet, d.h. falls

R? w
wpl S VRpq + —¢* bzw. fir ¢>q. = “pl
m VR

In einem realen Festkorper gibt es auch endliche Démpfungen auflerhalb des Einteilchen-
kontinuum fiir freie Elektronen. Diese werden vor allem durch Bandstruktureffekte und durch
Elektron-Elektronwechselwirkung verursacht. Fiir einfache Metalle ist diese Ddmpfung jedoch
sehr schwach.

klassische Ableitung der Plasmafrequenz
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+ + + + —
+ + + + - Verschiebe die elektronische Ladung um den
+ + + + - Vektor § iiber die festgehaltenen positiven La-
+ + + £ - dungen der Tonen. An der Oberfliche bilden
+ + + + - sich Oberflichenladungen, da dort keine Kom-
+ + + + - pensation mehr eintritt. Die Dipolladung ver-
+ + + + - ursacht im Inneren ein elektrisches Feld F, das
+ + + + - eine riicktreibende Kraft auf die Elektronen
+ |_*£ + + — ausiibt.

I e

L
—
—— dE
divE = ATpradung = e 4mpoes - (0(x) — d(x — L))
E(z) drpocs ( g@ O(L - x))

Bewegungsgleichung fiir die Elektronen:

r-m-§(t) =—reE = §(t) =

Oberflichenplasmonen:

. . 9
Lésung S(t) — 80€ZWt mit w2 — w2 _ 4me“po )

pl —

Feld im inneren  Sprungfunktion

4me? pg
———s
m

(t)

Wir betrachten ein Medium mit der frequenz-
abhingigen Dielektrizitdtskonstanten e(w) =
2

— %, das den Halbraum z > 0 aufspannt.
Im Vakuumgebiet z < 0 ist e(w) = 1.
Wir beschreiben die Plasmaschwingungen ~
et mittels der Elektrostatik. Dies ist erlaubt,
falls man die Retardierung vernachléssigen
kann, d.h.

fiir Wellenlingen A < . Dann darf man lokal die momentanen Wechselwirkungen elektro-

statisch berechnen.
Maxwell-Gleichungen fiir Elektrostatik:

V-B=0 VX B=¢gyF
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. 10B .
E=0] - == E(7,t) = —0xp(F
rot 0 | pr = (7, 1) Orp(7, )
divD =0 | D =eoE+ P =cpe(w)E = = dp(edpp(7,t)) =0

Randbedingungen an der Oberflache: Etangential stetig und ﬁno,«mal stetig.
Fiir die Oberflichenwelle machen wir einen Ansatz

o(z,y, 2,t) = Ae” KlelgiKyo—wt
d.h. die Welle lduft lings der Oberfliche in y-Richtung und ist senkrecht zur Oberfliche (x-
Richtung) lokalisiert. Dieser Ansatz erfiillt die Differentialgleichung 0re0rp(7,t) = 0 fiir x > 0

und z < 0. Ferner ist Eyng = —0y¢ stetig. Aus der Stetigkeitsbedingung fiir D),pmq erhélt
man

Dyormal = —Ke(w)AetEYe ™t = [ . 1. ¢tByeivt

Dies hat nur dann eine nichttriviale Losung, falls

2

Wi
z’;‘(cu)—l—lezQ—w—p2

Damit erhélt man fiir die Frequenz des Oberflichenplasmons:

Oberfl. 1 yo

wpl = ﬁwpl
Bei diesen Schwingungen werden an der Oberfliche Ladungsfluktuationen unduziert, die man
aus dem elektrischen Feld E berechnen kann

dsz = — AT Pinduziert = —4mA2K 5($)€iKy e !
periodische Verdichtungen u.
Verdiinnungen an der Ober-
fliche x = 0

2 _ 4we?po
m

ol = und Experiment (in [eV]):

Vergleich von freien Elektrone-Wert w

| Li Na K Be Mg 7Zn Al Si  Ge Ag

hw P 7,1 5,7 3,7 18,8 10,4 17,0 150 16,5 16,0 3,8
hwzh 8,0 5,9 4,3 18,4 10,9 15,8 16,6 15,6 9,0

Vergleich der experimentellen Energie des Oberflachenplasmons mit hwﬁhe"”e : % (in [eV]):

| AL Mg Li Na K Si  Ag

nwggg;ﬂ 10,6 7,2 4,0 3,9 2,6 10,8 3,6
hwleorie/\/2.110,6 7,3 5,0 40 11,7 6,3
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i Dispersion of the volume plasma oscillations in different
B polycristaline materials. The scattering angle  and wave
- vector g are related by g=1 17A'® for 50keV electrons.
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Plots of AEg(q?) of Different monocrystalline solids in different crystal directions.

7.4 Elektron-Phonon Wechselwirkung

Wir wollen in diesem Abschnitt untersuchen, wie sich die Bewegungen der Elektronen und
Ionen gegenseitig beeinflussen, insbesondere wie die Dispersion der Phonenen durch die Ab-
schirmung der Ionenbewegung durch die Elektronen zustande kommt. Ferner wollen wir pho-
nonische Effekte auf die Elektronen diskutieren, insbesondere Phononen-induzierte Anomalien
in der Ndhe der Fermienergie. Da dieses Thema sehr kompliziert ist, werden wir nur ein stark
vereinfachtes Modell untersuchen: ein zweikomponentiges Jellium aus Elektronen einerseits
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und klassischen Ionen andererseits, wobei wir die Ionen-Ionenwechselwirkung vernachléssigen
(Elektron-Ionen-Plasma).

Abschirmung der Ionenbewegung: Analog zur klassischen Ableitung der Plasmaschwingun-
gen fiir Elektronen (siehe vorheriger Abchnitt) werden wir auch Plasmaschwingungen fiir die
Ionen erhalten, wenn wir diese bei festgehaltener elektronischer Ladungsdichte verschieben.
Die entsprechende Plasmafrequenz 2, fiir die Ionen ist:

in(Zefp  m
[

2 _ _
e Y N VI

-3, 2
~ 10 Cdpl

pi = lonendichte = pyo/Z , Ze = Ionenladung, M = Ionenmasse

Dies ist aber keine Eigenschwingung des gesamten Plasmas, da die Elektronen sich bei solch
niederen Frequenzen adiabatisch abschirmen. Dies fiihrt dazu, dass das auf die Ionen wirkende
effektive elektrische Feld E¢ff = %Elon sich aus dem “nackten“ Feld E'°" durch Division

durch die statische Dielektrizititskonstante £(q) berechnet. Fiir die Ionenfrequenz Q%(§) erhélt
man damit:
Q2
0?2 q) = pl
(@) = - @

2
Fiir kleine q kann man (¢) =2 1+ qu—QF (Thomas-Fermi Néherung) setzen, so dass

Qq) = %q =4/ SZ—]\ZLUFq (Bohm-Staver Formel)

Durch die Abschirmung der Ionen wird also aus der g-unabhingigen Plasmafrequenz eine
lineare Dispersion §2(q) ~ ¢. Insbesondere ist fiir ¢ — 0 auch 2(0) = 0: Durch die vollstindige
Abschirmung haben die Ionen keine effektive Ladung, und es treten bei einer homogenen
Verschiebung keine Riickstellkréfte auf.

Wir wollen dieses Ergebnis noch einmal ableiten, indem wir analog zur Ableitung der Plas-
mafrequenz der Elektronen die klassischen Bewegungsgleichungen fiir die Verschiebung s(t)
der Elektronen und S(¢) der Ionen betrachten.

Elektronen: m3(t) = —4me?po(s(t) — S(t))
Ionen . MS(t) = +4me2 Zpo(s(t) — S(t))

Waéhrend wir im Grenzfall verschwindender Kopplung zwei Plasmafrequenzen fiir die Elek-
tronen und Ionen erhalten

4e? 4mre?Z
w2, = e Po fiir Elektronen, 2 ZTE 200

ol - o= g fiir Ionen

ergeben sich die korrekten Frequenzen und Amplituden zu:

dre3n 1 1 1 m
2 0 .

wy = mit — = —+ ——= dS=-s—+—
* i ' w m M/Z i SM/Z

w2 = 0 mit S=s
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Waéhrend sich die hochfrequente Plasmafrequenz nur wenig dndert - die Masse m wird durch
die Relativmasse p ersetzt, wird die endliche Ionenfrequenz Qf;l auf Null reduziert, und zwar
dadurch, dass beide Plasmen gleichphasig schwingen (S = s) und so die Ionen total abge-
schirmt werden.

Es ist klar, dass das Elektron-Ionen Plasma ein sehr stark vereinfachtes Modell fiir den

Festkorper ist. Die Kristallstruktur und die Ionen-Ionen-Wechselwirkungen werden ganz ver-

nachléssigt. Die oben erhaltene Schallgeschwindigkeit ¢ = 4/ g A]% v entspricht daher der lon-

gitudinalen Schallgeschwindigkeit. Die transversalen Schallgeschwindigkeiten sind in diesem
Modell null, da das Jellium instabil gegen Scherung ist.

QQ
Das Ergebnis fiir die Phononenfrequenz Q?(q) = ?Zl) legt es nahe, dass man die 2kp-
Singularitidten der statischen Dielektrizititskonstanten €(q) auch in den Phonendispersions-
kurven wiederfinden sollte. Solche “ Kohn-Anomalien “ sind in der Tat gefunden worden (Al,

Pb,...).

Anomalies in the dispersion cnrves

Detailed measurements have been made in order to locate anomalies in the dispersion [70Wel, 655111
At ledst 11 Kohn snomalies were found, see c.g Fig. 2 Al which allow 1o determine Fermi-surface diameters:
with uncertainties of about 15/ Brovinan and Kagan [74Brl} made a detailed theoretical study which allows
10 identify most of the anomalics. In addition to Kohn anomalics at ieast two anomalics were shown 1o arise from
third arder effects in the jon-electron coupling, They also observed in places a partial cancelling of Kohn anomalies
by these higher order effects.

v g IN/Q e
=) ™~ E ol -3 o

-H L ! 1 2 ol i ! i I L L
(1] 04 a3 i) o 0 0l (123 05 1] w 13 ] B4 13 0
Fig 2. Al Anomalies in the dispersion curves. Experimental points: [70Wc1), broken line: second order pscudopotantial
caleulation, full line: third order pssudopotential cateulation. Kohn anomaties are denoted by K whereas the numbers refer
to singularities in the three point coupling {74B11),
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Dielektrizitétskonstante des Elektronen-Ionen Plasmas
Das effektive Potential des Plasmas setzt sich aus drei Beitrdgen zusammen:

Vtot — v+ VIon + Vel

dem #ufleren Potential v und den durch die Bewegung der Ionen und Elektronen induzierten
Potentialen V1" und V. Die Dielektrizitétskonstante des Mediums ist daher definiert durch
10tV = v. Fithren wir die Konstanten e.; und €7,,, der beiden Subplasmen ein, so gilt

EelvtOt —u+ VIOTZ ’ EfothOt —u+ Vel

da das Potential des jeweils anderen Plasmas fiir das betreffende Subplasma als “dufleres
Potential anzusehen ist. Durch Addition dieser Gleichungen und Subtraktion von g4,V = v
erhilt man:

(Eel + €ron — Etot) VtOt =v 4+ VIOTL + Vel = Vtot

= Etot = Eel + EJon — 1

Abgesehen vom trivialen Faktor 1 (der auch in e, und 7., enthalten ist), sind also die
ionischen und elektronischen Beitrdge zur Dielektrizitdtskonstanten additiv. In einfachster
N#herung setzen wir fiir die Ionen

QZZ Ame® Z pg
Eron(w) =1— w—Z mit Qp; = Tp
und fiir die Elektronen das Lindhard’sche Resultat (g, w)

<r5tot(q’w> = E(q,W) - F

Das Verhalten fiir hohe und niedere Frequenzen wollen wir getrennt diskutieren. Fiir ¢ — 0
und w endlich erhalten wir
2

w 4me?p,
T2 2 2 0
Etot(w) =1 — 2 mit wi =wy + Q=

d.h. die Plasmafrequenz als die Nullstelle von &4, (w) ist wieder gegeben durch wi = 4m¢’po

Fiir niedere Frequenzen kénnen wir e(¢,w) durch die statische Dielektrizitétskonstante €(q)
ersetzen.

02 02(
— pl q)
cul0) = <(0) 5 =) {1- P
2
In diesem Fall sind die Nullstellen durch die renomierten Phononfrequenzen Q2(q) = %

gegeben. Beides ist in Ubereinstimmung mit den oben gewonnen Ergebnissen.

Effektive Elektron-Elektron Wechselwirkung: Bei der Diskussion der Hartree-Fock Gleichun-
gen haben wir gesehen, dass man die Coulombwechselwirkung im Austauschterm durch die
abgeschirmte Wechselwirkung ersetzen sollte.

4me

1 ]. k =
— e kTPl hoy = o
|7 — 77| g *c(q) P +kip

2 2 2

4re 4re
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Da die Ionen jedoch auch die Wechselwirkung abschirmen, sollte man statt der statischen Di-
elektrizititskonsten £(q) = €(q,0) die Frequenz-abhéngige Dielektrizitéitskonstante e;0¢(q,w)
benutzen, da diese neben der statischen elektronischen Abschirmung auch die dynamischen
Effekte der Ionen enthilt. Dies fithrt zu einer ¢ und w abhéngigen Wechselwirkung.

4e? 4re? 022(q)
5 T 2 1+ 2
q q*¢(q) w? = Q%(q)

Das fiihrt dazu, dass die effektive Wechselwirkung zwischen zwei Elektronen mit Impulsen

hk, hk' und Energien Er = PR B = % gegeben ist durch:

2m

5 Ame? 02(q)

yetf — 1
kK g%e(q) { s 02(q)

} mit §=k — Kk und w= (Ey — Ep,)/h

Diese hat zwei wichtige qualitative Ziige

a) Falls | EE _ EE" > hQ(q) = Nwpepey ist, dominiert die statische Wechselwirkung qég?;)

und die Phononen spielen praktisch keine Rolle. Da typische Fermienergien Er ~ 102 —
103hwp sind, trifft dies fiir den {iberwiegenden Teil aller wechselwirkenden Paare k,k’ zu.

b) Wenn jedoch die Energiedifferenz \EE — EE,\ < hwp ist, dann ist der Phononenbeitrag
wesentlich und qualitativ sehr wichtig, da aus der Abstofiung eine Anziehung werden
kann

4 2 2
Usts Y i W< 0%(q)

RECT T g2e(q) Q2(q)

Diese Anziehung ist das wesentliche Element der BCS-Theorie der Supraleitung (Bildung
von gebundenen Cooper-Paaren).

1

Phononeneffekte in der Bandstruktur
In der Hartree-Fock Niheurng sind die Einteilchenenergien E}- des Jelliums gegeben durch

h2 k2 / dk’ 4me?
Er=——- P
k 2m (2m)3 |k — k‘"Q

E,;/ <Ep

Im Sinne der obigen Ausfithrungen sollten wir im Austauschglied die Coulombwechselwirkung

abschirmen, d.h. 47¢_ ersetzen durch U7
k|2 Bk
o RE / dik’ Arre? {1+ Q%(|k — K'|) }
Coam S PR RPeR R U (B - B /) - 2 (1R - R)
k=

statische Abschir-
mung der Elek-
tronen

dyn. Abschir-

mung der Ionen

Dies ist eine komplizierte Integralgleichung zur Bestimmung von Eg. Zur Diskussion benut-
zen wir, dass die Phonenfrequenzen h{2; < Ef sind. Der mit der statischen Abschirmung
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berechneten Energie E% geben wir den Index 0. Fiir den 2. Term im Integral schreiben wir

dk als Integral iiber die Flichen konstanter Energie E-, = E’ mal dem Energicintegral dF'.

0 1 (B dF’ Arre? Q2(|k — K'|)
BB=mpe ) | i weaiow (T
(27) L || — K2k — k') ((Bp — E)/h)” — Q2(F — K1)

Wesentliche Beitrige zur E'-Integration erhélt man nur von einem sehr kleinen Bereich |Er—
E'| ~ hwp, da fiir |[E; — E'| > hwp der Integrand ~ (hwp/(Ey — E’))2 und damit sehr klein
ist. Fiir kleine Abweichungen |E; ,,| ~ hAwp ist aber in guter Néherung K| = |k|. Daher
konnen wir das Integral iiber die Fliache E, = E}.. Die Energieintegration iiber E' 148t sich
dann ausfithren und man erhélt:

E.— B = / dr dme? UE—F) | | Er = By — hQ(k - F)
FT%E T 2 dE | 7 e T S
L STl e —kPe(k— kD 2 Ep — By + (k- k)

An dem Ergebnis sieht man sofort, dass fiir £ = EF auch Ej = E]% = FEF ist. Daher gibt
es keine phononischen Korrekturen zur Fermienergie und zur Fermifliche. In der N&dhe der
Fermienergie gibt es jedoch merkliche Korrekturen. Fiir |Ep — Ey| < hwp erhélt man durch
Taylorentwicklung des In:

By — Ez = MEp)(Er — Ey)

Ep— Er dF’ drre?
baw. B — Ep = —%——— mit \(Fr) = / >0
; s M | S B R

BTk

D.h. die Steigung der Dispersion E]% wird bei Er um den Faktor HLA verringert. Aus dem
gleichen Grund wird die Zustandsdichte z(Er) um 1 + A\(EF) erhoht:

10F 1, 0
= = = P E = 1 E E

[43

A EFR) : “ Elektron-Phonon Kopplungsparameter “ , “ Mass-Enhancement .
Fiir Energien |E; — Ep| > hwp , d.h. weg von der Fermienergie, sind die phononischen
Korrekturen unwichtig. Durch Entwicklung des Logarithmus schétzt man ab, dass gilt

hwp)?

E-—EY~ (fwp)™
k ko Ep—Ep

so dass die Korrekturen vernachlissigbar sind. Qualitativ erhélt man daher das umseitige

Bild fiir die Phononenkorrekturen zur Bandstruktur. Die Vergréflerung der Zustandsdichte

2(Ep) = (1 4+ \)2°(EF) bedeutet eine Erhohung der elektronischen spezifischen Wirme um

den Faktor (1 + A(EF)).

Kopplungskonstante A berechnet mit der Pseudopotentialmethode, und empirische Daten
Aemp (Grimvall,76).



Figure 26.1

Correction 1o the electronic
& vs. k relation due to
screcning by the ions (elec-
tron-phonon correction) The
correction (lighler curve} is
appreciable only within fiwp
of &;. where the slope of the
uncorrected curve can be
considerably reduced.

Element X Aemp

Li 0,41 4+0,15

Na 0,16 = 0,04

K 0,13+0,03

Rb 0,16 = 0,04

Ca 0,16 + 0,06

Mg 0,35+0,04 ...

Be 0,26 0,24 +£0,01
Zn 0,42 +0,01 0,43+£0,05
Cd 0,32+0,11 0,43 +£0,04
Al 0,49+ 0,05 0,39+0,02
Ga 0,24 +0,03 0,42+0,03
Pb 1,47+0,29 1,55

Sn 0,89+0,15 0,72

Tl 0,91+0,14 0,795

In 0,94 +0,15 0,805

a-Hg 0,93+0,08 1,6
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Kapitel 8

Grundziige der
Dichtefunktionaltheorie

8.1 Theorem von Hohenberg-Kohn-Levy

Funktionale: Die Erweiterung einer Funktion mehrerer Verdnderlicher F' = F(z1,x2, ..., Ty, ...)
auf kontinuierlich Verénderlichen x(¢) fithrt zum Begriff des Funktionals F' = F{z(t)}
einfache Beispiele:

N{n(f’)}:/df’n(f’) N = Teilchenzahl, n(7) = Dichte

1 2
Etartree{n(r)} = 5 /dfdr_" ¢ n(F)n(7) Elektrostatische W.W.
totales Differential:

oF OF
dF = Z dx; e partiellen Ableitungen
i K]

i

dF = / dt oF dx(t) oF Funktionalableitung
dx(t) ox(t)

bekannte Funktionale:
Lagrange Funktion:

t1
L{ai(t) i)} = [t Uai(t) :(0)
———

to Lagrangedichte
Variation von L{z;(t),#;(t)} mit der Nebenbedingung éx;(t9) = 0 = dz;(t1) liefert fur die
“richtigen“ Bahnen z;(t) die Lagrangegleichungen

t1

t1

al dl
(verschwindet)

B N

to

to

t1

ol d 6l
—i—/dt dx;(t) (E — Eg> Lagrange-Gleichungen

=0

to
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Ritz’sches Variationsprinzip

(VIHY)
E{py="""">p - E
Variation von E{¢} nach 6¢ liefert die Schrédingergleichung
: (V[H]e)
H (0 = E Y) mit £ =-——"—+
“’> - - v (¥ly)
Eigenfunktion Eigenwerte von H

Dichtefunktionaltheorie:

Erlaubt im Prinzip eine exakte Beschreibung von Grundzustandseigenschaften wie Grund-
zustands-Energie, -Ladungsdichte, -Magnetisierung, Gleichgewichtsstruktur, Gitterschwin-
gungen (im Rahmen der adiabatischen Nidherung) usw.

aber nicht:

Anregungsenergien, Wellenfunktionen (auch nicht fiir den Grundzustand)

Idee:

Versuche anstelle der komplizierten N-Teilchenfunktion 1 4(Z1,...,Zx) eine einfachere Grofle
als fundamentale Variable einzufiihren, ndmlich die Einteilchendichte

n(7) = (] Y07 ) = [ ddrediin 30007 ) [0 )

mit (ip|¢p) =1

Dadurch erhalt die Theorie formal die Struktur einer Einteilchentheorie, obwohl Vielteilchen-
effekte im Prinzip exakt beschrieben werden kénnen.

Theorem von Hohenberg-Kohn: Die Grundzustandsenergie F ist ein eindeutiges Funktio-
nal der Grundzustandsdichte n(7), d.h. eindeutig durch n(7) bestimmt: £ = E{n(r)}. Das
gleiche gilt fiir alle anderen Grundzustandseigenschaften.

Beweis (indirekt):

2m

N-Teilchen Hamiltonoperator: H = ) (p : + v(ﬁ)) +% > ‘F%QF‘
i it
H=T+YV +U

Annahme:
Grundzustand ist nicht entartet = ¢ ist eindeutig durch Vorgabe des externen Potenti-
als v(7) bestimmt () = eindeutiges Funktional von v(7)). Das geliche gilt fiir die Dichte

n(r) = (122 6(7 = 7))

Betrachte zwei Potentiale v und v" mit Grundzusténden |¢) und |[¢") und Grundzustand-
senergien F und E’. Da v # v/ (d.h. sich nun mehr als eine Konstante unterscheiden), ist
|Y) # |¢). Nach Ritz folgt dann:

E = (lH|b) < (¢/|HW) = {| H_+V ~V'|)
E/
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E<E + /df’ (v(7) — o' (7)) n' (7)
a (Y|Vh') = /da?'l...di:’N Zv(ﬁ)W’(fl...fN)F = /df’v(f’)n’(f')

echtes < Zeichen wegen [¢) # |¢')
analog zeigt man durch Vertauschung von H und H':

5% <E+/ (o (7) — o(7) ()
Durch Addition:

E+E’<E+E’+/df(v’(77)— (7)) (n'(7) = n(7))
also:

0< [ dr (v7) = ol) (') = ()

Daraus folgt:wenn v # v’ ist, muss auch n # n’ sein, und vor allem:
wenn n # n’ ist, muss v # v’ sein!

D.h., die Vorgabe von n(7) bestimmt das d&uBere Potential v(7) eindeutig. Da v() aber H ein-
deutlg bestimmt, und H den Grundzustand |¢) und alle Grundzustandseigenschaften, sind
damit alle Grundzustandseigenschaften und insbesondere die Energie eindeutig durch n(7)
bestimmt.

Implizit setzt man dabei eine “v-Darstellbarkeit* der vorgegebenen Dichte n(7) voraus: Zu
jeder Dichte n(7) soll es ein dufleres Potential o(7) geben, so dass n(7) die zugehorige Grund-

zustandsdichte ist.

Variationsverfahren fiir das Energiefunktional E{n(r)}:

E{n(7)} = F{n(r)} +/dFv(F)n(F) mit F{n(r)} = (Y|t + V|¢)

F{n(7)} ist eindeutiges und universelles Funktional von n(7). Universell heifit, dass es nicht
explizit von v(7) abhéngt, sondern via n(7).

BAW() = WIHW) = F'@) + [ dromn'()
> (WHW) = B{n(A)} = F{n} + / dFu(Fn()
d.h. fiir alle n/(7) gilt:

Ey{n'(7)} > Bu{n(f)} = E

wobei das Gleichheitszeichen nur gilt fir n = n' bzw. 1) = [¢/).
Wéihrend Hohenberg-Kohn mit dem obigen indirekten Beweis nur die Existenz des Funktionals
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zeigen konnte, hat Levy (1979) eine direkte Ableitung aus dem Ritz’schen Variationsverfahren
gefunden.

Definition des Funktionals E{n()} nach Levy :
(Anderung der Nomenklatur: ng(7) = Grundzustandsdichte, n(7) = Variationsdichte)

E{n(r)} = Ming, @) (Y[ H|)

mit der Nebenbedingung, dass die zur Variation zugelassenen 1) eine bestimmte Dichtevertei-
lung n(7) reproduzieren:

) = (Y] Z O(7 — 7)) (und (¥|1p) = 1 sowie 1) antisymmetrisch)

Nach Levy ist dann:
E{n(ii)} = B{no(7)} = Eo

dabei gilt das Gleichheitszeichen nur fiir n(7) = ng(7) gilt.

Beweis:

a) Da Ey nach Ritz das absolute Minimum von (i|H |+) ist, folgt:

E{n(7)} > Ey fur alle n(7)
b)  Zur Berechnung von E{ng(7)}: 1 ist eine bei der Variation zulissige Wellenfunktion, da
sie ng(7) reproduziert. Daher

E{no(r)} = Ming, gy (Y H[Y) < (YolHlo) = E

Da aber nach a) auch E{ny(7)} > Ey sein muss, = E{no(7)} = Ey

Bemerkung: Nach Levy muss n(7) lediglich “i)-darstellbar® sein, nicht dagegen “v-darstellbar*
wie nach Hohenberg-Kohn.

Definition andere Funktionale: 1, =Wellenfunktion, die (¢)|H|) unter der Nebenbedingung
n(7)) (| > 6(F — 7;)|1) minimalisiert.

T{n(")} = (n@ T [Vne)
U{n(7)} = (ni|Uni)
V() = G| 25 ol )= [ dro@n() ww.

Um das Dichtefunktional zur Berechnung von Grundzustandseigenschaften zu verwenden,
muss man

(i) geeignete Naherungen von E{n(7)} finden und

(ii) diese Néherungsausdriicke dann minimalisieren.
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Minimalisierung: §E{n(7)} = 0 mit Nebenbedingung [ d7n(7) = N (Teilchenzahlerhaltung)
Nebenbedingung wird durch Lagrangeparameter ;1 (=chemisches Potential) beriicksichtigt:

o { B} ~ ul [ nirar—1f =0

0E{n}
on(r)

= 1 (unabhéngige von 7 konstant)

8.2 Thomas-Fermi Nidherung als Beispiel

Thomas-Fermi-N&herung: Vorldufer und Modell fiir die Dichtefunktionaltheorie

a) Niherung fiir die Wechselwirkungsenergie

2 =
U{n(?) Yt |Z|~_ W) = e/dfﬂnz(r,r)

it
e? P)n(r’
U{n(rF)} = E/df' _'H?(:,z;,,‘)

Hartree Potential, aber mit Selbstwechselwirkung.

b) Niherung fiir die kinetische Energie:
T{n(7)} ersetzen durch entsprechenden Ausdruck fiir freie Elektronen.
freie Elektronen

5 2m 10(377 ) EV(HO) da N =Vng und kp = (37°ng)

T=N-

Daher sollte fiir langsam verdnderliche Dichten n(7) gelten:
T — 2/3 / 5/3
n() = -

d.h. Elektronen werden lokal wie freie Elektronen behandelt.
Also:

72)2/3 2 e? n(F)n(r
E{n(f)} = 367 10)m h /dr_" (n(F))S/g—i—?/df"dF’ n(rn(~) ?(:7)+/df’v(f')n(7?)

Minimierung §{E — p[[ din(r) — N|} = 0 liefert die Thomas-Fermi-Gleichung (in integraler
Form)
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2 12
o) [ ) g6 ) =
Vepp(P) = 0P+ vnalP)
~— ~~ ——
effektives-  dufleres-  indirektes Pot.

normale (differentielle) Form der Thomas-Fermi-Gleichung;:

62

—

n() = 8,gvmd(f’) = —47re2n(7“)

vind(F) = / i

|7 = 7|

n(F) aus: v(F) + vina(F) + 2L (372)%3 (n(7))** = 1 eleminieren:

4e? (2m
Runal) =~ {

3/2
e {2 = o) — st}

elementare Ableitung der Thomas-Fermi-Gleichung:
a) statt Hartree-N&herung fiir Wechselwirkungsenergie :

D2ving(7) = dme’n(7)

—\

Potentialgleichung fiir vj,q(7)

b) statt Ndherung fiir kinetische Energie T{n(7)}

Ep(f) = %(MW mit kp(7) = (37%n(7) "

= p- U(F) - Uind(F)
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Anwendung der Thomas-Fermi Gleichung:

Atom nach Thomas-Fermi

2
v(r) = —ZTe = n(7) und ves¢(7) sind auch radialsymmetrisch! Da v(r) und n(r) gegen Null
streben fiir r — oo, ist p =0

62 m 3/2
P05 2o (o) + ) =~ (3] (o= v

3 \ 2
Ansatz:
Ze? Ze? r
V(1) + Ving(r) = —TX(T) = _TX(%)
3/2 2\ 3/2 < (\)3/2
37 h? NG

() = x <1) ro = 0,885a5 /21/3
To

(x(r))*?

X' (z) = NG mit x(0) =1, x(c0) =0
Also:
VA 2
0(r) + Vina(r == —Z—x <L> mit 7o = 0,885a5/Z'/3
T To

Atomradius variiert ~ ap/Z'/3

3/2
Dichte: Avig = —4ne?n(r) = n(r) = 2 (M) / r ==

4mry T

1 1
r—o00: x(w)~ ;3 ’U‘FUmdNﬁ
1
n(r) ~ — (statt exponentieller Abfall)
r
x—0: x(z)~ v—l—vmdw;

1
~ —- (statt konstant
n(r) Y5 (statt konstant)

Mehrzentren-Probleme (Molekiile, Festkérper): Thomas-Fermi kann keine Bindung beschrei-

ben.
Verbesserte Thomas-Fermi-Theorien: Verbesserung der potentiellen Energie mit lokalem Aus-

tausch

e? n(Pn(i 2

|7 — | 47

kinetische Energie wie bei Thomas-Fermi: T{n} ~ [ din(7)*/?
Wesentlicher Fehler der Thomas-Fermi-Nédherung:
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Ar-Atom

7r2 n(f)

T

20 [y—r=r

~
~ Hartree

D Thomas-Fermi

0 1 2 3 4 5 6

Ladungsdichte des Ar-Atoms nach Hartree und Thomas-Fermi.

Thomas Fermi-Dichte zeigt keine Schalenstruktur.

Zu grofle Néaherung fiir die kinetische Energie, da die Dichte in Wirklichkeit nicht langsam
verdnderlich ist. Die kinetische Energie ergibt einen sehr grofien Beitrag zur Gesamtenergie,
so dass grobe Néaherungen hier sehr gefahrlich sind.

eV
1500 | [ ] e
Mn Atom
[Ar]3d° 452 T =kin- Energie der Valenzelektronen 3d®4s?
1000 | T _ Uy =Coulombwechselwirkung zwischen Valen-
] zelektronen und dem At-Rumpf
Uy, =Coulombwechselwirkungsenergie der Va-
500 - lenzelektronen
va = .
U, =Austauschenergie der Valenzelektronen
u, (Ue) ist noch wesentlich kleiner
—

Fig. 7: GréBe der verschiedenen Beitrdge
Zur Gesamtenergie fiir das Mn-Atom

In der Dichtefunktionaltheorie wird die kinetische Energie im wesentlichen exakt behandelt,
dagegen Uy, in einer Thomas-Fermi-artigen Ndherung.
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8.3 Kohn-Sham Gleichungen
Aufspaltung von E{n(7)} nach Kohn und Sham:

’ (F)n (™)

B{n(f)} = Tu{n(?)} + / AP () + 5 / dFdF’n‘F_ T B}

Definition Ts{n(7)}: Funktional der kinetischen Energie fiir nichtwechselwirkende Elektronen

Ts{n} # T{n} , aber gute Néherung fiir T{n}

E,c{n(7)}: enthélt Austauschkorrelationsenergie sowie Beitrdge von der kinetischen Ener-
gie infolge Wechselwirkung

Variation: 6{E{n(7)} — ] / din(7) — N] 1= 0

Teilchenzahlerhaltung, py=chem. Potential

0T,
on(r)

2
. 4, € o 0Bz
—i—v(r)—l—/dr 7ﬂ‘n(r)+5n(7?) =u

|7 — 7T
Bestimmung des Funktionals Ts{n}: Elektronen ohne Wechselwirkung

Ei{n} =T{n} + /d?v(f’)n(F)

0Ts{n}
()

Exakte Losung bekannt: (71 ...Zn) = Slaterdeterminante (1);(7))

+o(r) = p

<_%a§ + U(F)) Vi(F) = eii(7)

N
= n(r) = Z i (7)|* N-tiefste Zustinde besetzt im Grundzustand
i=1

2
Ts{n} = Z _2h_m / dir i} (7)924p; (%) Tmplizite Darstellung von T} als Funktional non n
i=1

Vergleich mit dem allgemeinen Fall (mit Wechselwirkung):
a) verf (7, {n}) kann als effektives, n(i")-abhéngiges Einteilchenpotential aufgefasst werden:

_» _» e? 0E,.
verf(F) = v(F) + /df" n(7) + e

b) Gleiche implizite Darstellung fiir Ts{n(r)} wéahlen:

N 2
Toin} = 3" 5 [ drui (P02 mit n() = 3 NP
=1 =1
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nur gehorchen die v;(7) einer Schrédingergleichung mit effektiven Potential vepr{n} (statt
v(7) im wechselwirkungsfreien Fall)

2 2
{—Q’i—ma,% + o) + / d ‘Fi (i) + 55(?) } i(F) = ei(7) (Kohn-Scham Gleichung)

Strengere Ableitung: Starte von dem Ansatz wie fiir wechselwirkungsfreie Elektronen

N h2
n(i) = S IOP . Lo} = SN [ drionnnP
=1 i=1

und betrachte E{n(7)} = E{y;(7)} als Funktional der v;(7). Minimalisierung mit Nebenbe-
dingung (¢;,v;) = 1:

N
5y d Bt} — s (/dﬂww - 1) 0
)

liefert die obigen Kohn-Sham Gleichungen fiir die ;(7).

Die Kohn-Sham Gleichungen ermoglichen eine exakte Beschreibung der Grundzustandsdichte
no(7) und -ernergie F{n,} = Ey, obwohl sie die Struktur von Einteilchengleichungen haben.
Alle Komplikationen des Vielteilchenproblems sind in dem Funktional E.{n(7)} verborgen,
was unbekannt ist und fiir das Nidherungen eingefithrt werden miissen. (s.u.)

Durch die Wiedereinfiihrung von Wellenfunktioen ist es gelungen, Ti{n} exakt zu behan-
deln (wesentlicher Fortschritt gegeniiber Thomas-Fermi).

Die Einteilchenfunktionen ; und Einteilchenenergie ¢; haben keine direkte physikalische Be-
deutung; sie sind lediglich Hilfsgroflen zur Bestimmung von ng(7). Eine direkte Bedeutung
haben sie nur, wenn der Grundzustand ndherungsweise durch eine einzelne Slaterdeterminan-
te ...

In der lokalen Dichtenéherung ersetzt man das Funktional E,.{n(7)} durch das einfachere

Funktional E!9™{ng} fiir das homogene Elektronengas der Dichte ng. Dann ist gf(% eine ein-

fache Funktion von n(7 und variiert im wesentlichen wie vy(7) ~ — (n(f’))l/ 3. Das effektive
Potential

62

Vs (F) = 0(F) + / i () + vyel)

7= 7|
ist damit ein lokales Potential, das fiir alle Wellenfunktionen ;(7) gleich ist. Die Kohn-Sham
Gleichungen lassen sich dann viel einfacher 16sen als die Hartree-Fock Gleichungen, wo ein
nichtlokales und Orbitalabhéingiges Potential vorliegt.

8.4 Dichtefunktionaltheorie mit Spinpolarisation

Die Dichtefunktionaltheorie ldsst sich so erweitern, dass man neben der Teilchendichte n(7)
auch noch die Magnetisierungsdichte m(7) als zweite grundlegende Variable einfiihrt. Dies ist
in allen Féllen von praktischer Bedeutung, in denen im Grundzustand eine Magnetisierung
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vorliegt, z.B. bei den meisten Atomen, in Festkorpern bei den Ferro- und Antiferromagneten
oder bei Anlegen eines dufieren Feldes H (7). Der Hamiltonoperator ist dann

H:T+U+/drv( () — 1 Bows /dFﬁ(rF)r%(F)

mit n(7) = Z d(7 — ;) Teilchenzahloperator
i
m(F) = Z a; o(7 — ;) Magnetismus

" Vektor aus Pauli’Spinmatrizen

(Diamagnetische Beitréige vom Vektorpotential A(7) sind vernachlissigbar).
Die symmetrische Form des Hamiltonoperators H in 7(7) und m(7) legt es nahe, sowohl n(7)
als auch die Magnetisierung mi(7) als Variable einzufiihren. Nach Levy ist dann

E{n(7),m(r)} = Min (¢, HY) fiir alle ¢ mit

":(1/1,2(5(77—7*')@&) und m(7) = <¢,ZUZ 77) )

(sowie (1,) = 1 und ¢ antisymmetrisch)
Wie vorher folgen aus dieser Definition die Extremaleigenschaften:

E{n(r), m(F)} = E{no(r),mo()} = Eo

In den meisten Fillen, z.B. bei einem homogenen System, bei Ferro- oder Antiferromagneten,
ist die Richtung der Magnetisierung ortsunabhéngig und z.B. durch ein dufleres Feld bestimmt.
Dann geniigt es die Komponente m(7) in Feldrichtung zu betrachten, oder an Stelle von n(7)
und m(7) die Dichte n, (7) und n_(7) der Elektronen mit Auf- und Ab-Spin.

npm(7) = (w, ) {%(1 AL ﬁ)} w)
= B{ny (7),n_(7)} > B{n,(7),n" ()} = Eo
Nach Kohn-Sham macht man fiir ny (¥) den Ansatz:
Ny N_
ne () =Y [ (AP, 0o (7) =) [ ()
Die kinetische Energie
h? . )2
Ts{n+,n_}zz%/dr\8ﬂ/)m+ )| +Z /dr\& m—(P)? = To{ny} + Te{n_}

ist additiv in Beitrégen fiir beide Richtungen, so dass die Kohn-Sham Gleichungen dann
lauten:

2 62
{—;—mangv(F)Jr/dF’ () + 0B () F ppH(7 )}¢mi(m:€i¢mi(f)

=7

0E;c{n4,n_}
dnpm ()
Spinabhéngige Austausch-Korrelations-Potential (Ursache der spontanen Magnetisierung).

mit ’U;tc(f') =
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8.5 Lokale Dichtenidherung

Ein zentrales Problem in der Dichtefunktionaltheorie ist die Berechnung der Austausch-
Korrelationsenergie E,.{n(r)}, da alle Vielteilcheneigenschaften hier verborgen sind. Eine
wirkliche Theorie zur Berechnung von E,.{n(7)} fiir realistische Systeme existiert nicht. Es
gibt lediglich Ndherungen fiir E,.{n} fir das homogene Elektronengas, fiir das F,. eine reine
Funktion der konstanten Gasdichte ng ist.

Ege™ = Vingepd™ (no)
Alle Naherungen fiir F,. lehnen sich daher an die Ergebnisse des homogenen Elektronengases
an. Die iibliche Ndherung ist die lokale Dichtenéherung, bei der die xc-Energie fiir inhomogene

Systeme durch die lokale Formel €"9™ (n(7)) mit ortsabhiingigen n () approximiert wird.

Einhom o / 47 (7)™ (n(7)
Vv

Damit wird das in den Kohn-Sham Gleichungen eingehende Austausch-Korrelations Potential
eine einfache Funktion der lokalen Dichte.

el = s = e { (L ()}

Da das effektive Potential dariiber hinaus ein lokales Potential ist, ist die Losung der Kohn-
Sham Gleichungen viel einfacher als die Losung der Hartree-Fock Gleichungen, wo ein nicht-
lokales Potential vorliegt.

einfachste Ndherung (nur Austausch, “Hartree-Fock-Slater)

62
Bo{n(®)) = -3 [ ()" = [ drn(e, (n(r)
1/3
w@®=-¢(2) " )

x-a Potential: Verbesserung von v, mit empirischen Parameter «

—

Vp—a(7)

—

3
agvs () a an atomare HF-Rechnungen anpassen

2
a=1: “Slater-Austausch“; o = 3 “Kohn-Sham Austausch“

Hedin-Linquist:

Vze() = B (n(7)) vz (n(7))
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B(rs) nach Hedin-Linquist

Ar 1/ 3\
<?a§r§:n, = () )

D.M. Ceperley P.R. B18, 3126 (1978)
D.M. Ceperley et al. P.R.L. 45, 566 (1980)

exakte Resultate: Monte Carlo Rachnungen von Ceperly (Jellium)
gc(rs)[mRy] in verschiedenen Niherungen (4. = €, + &.)

re | 1 2 3 4 5 6
RPA [ 1576 123,6 1055 93,6 950 78,2
SSTL 124 92 75 64 56 50

VS 130 98 81 70 62 -

Ceperly | 122 874 722 624 55 498

Mit Spinpolarisation (Lokale Spindichte Niherung “LSD*)
reiner Austausch

€x(rs,§) = 55(7“3) + [55(7“3) - 55(7“8)]]6(5)

1/3
r 2rars  21/3 O

P = para, F = ferro

A+ + (1443 -2 nl —nt o
f(f) = 2(21/3 _ 1) 5 = m s Polarisation
i | Era—
Ry :,“"' +
06 | -
""""" —_ Hartree-Fock Néaherung {iberschéitzt Magneti-
” sierung erheblich!
0.4 - - Spinabhéngiges Austauschpotential
v (rs, €) als Funktion von ¢ fiir ry = 2
0.2 -
1 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 — &
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Barth-Hedin (RPA)

Exe(Ts:€) = enpa(rs) + (eRpa(rs) — ehpalrs)) fz(§)
N

gleiche £-Abhéngigkeit wie bei HF

Ceperley: exakte Ergebnisse nur fiir vollstindige Polarisation e,.(7s, 1)

Die lokale Dichtendherung ist eine Thomas-Fermi-artige Ndherung. Jedoch wird im Gegensatz
zur Thomas-Fermi Theorie nur die Austauschkorrelationsenergie approximiert, nicht dagegen
die viel grofere kinetische Energie, die in den Kohen-Sham Gleichungen im wesentlichen exakt
behandelt wird.

Die lokale Dichtendherung liefert sehr gute Ergebnisse. Dies liegt jedoch nicht daran, dass die
Dichte, wie bei Thomas-Fermi angenommen, langsam verdnderlich wére. Gradientenentwick-
lungen, die diesen Gesichtspunkt verfolgen, fithren durchweg zu schlechteren Ergebnissen, ads
die lokale Dichtenédherung selbst.

Gradienten Entwicklungen: Annahme n(7) langsam verénderlich

Brclny = [ dn(fese (o) dr'+ [ d Bue (n(7) (Fn(9) "+ .

Cu bulk

Gradientenentwicklung sollte gut sein, falls
1 ten
G Tln

ke (n(r) n(r)

Dies ist in realistischen Fallen meist nicht der
Fall.

<1
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In diesem Teil der Vorlesung werden wir den Response der Ladungstréger in einem Metall
oder Halbleiter auf &ulere Felder behandeln, z.B. elektrische und magnetische Felder und/oder
Temperaturgradienten. Im allgemeinen werden wir nur homogene und staionére Felder be-
handeln, da dies beim Ladungstransport der wichtigste Fall ist und die Theorie sonst zu
kompliziert wire. Durch die &ufleren Felder werden die Elektronen beschleunigt. Sie verlieren
aber immer wieder ihre zusétzliche Energie und ihren zusétzlichen Impuls durch Streuung, so
dass sich im Mittel ein stationdrer Strom bildet, der proportional zum &ufleren Feld ist.
Zwei wichtige Streueffekte sind zu unterscheiden:

1) Fremdatome und Gitterdefekte: Jede Abweichung von der idealen Kristallperiodizitét be-
wirkt ein Storpotential AV (), an dem die Blochelektronen streuen. Beispiel: Fremdatome
(substitutionell oder interstitiell), Leerstellen, Eigenzwischengitteratome, Versetzungen, Sta-
pelfehler, Oberflachen, usw. Typisch fiir diese Art von Streuung ist, dass sich die Energie des
Blochelektrons bei der Streuung nicht &ndert (elastische Streuung).

2) Phononen: Die Anregung von Phononen fiihrt zu einer inelastischen Streuung, die vor
allem bei hoheren Temperaturen dominiert. Auf diese Weise wird Energie vom Elektronensy-
stem auf das Gittersystem iibertragen. Der Phononewiderstand ist bei Raumtemperatur i.a.
wesentlich grofer als der Restwiderstand, der bei T'= 0 i.a. iberwiegt.

Nach diesen Effekten spielt noch die Elektron-Elektron Streuung eine gewisse Rolle, aber
nur bei sehr perfekten Kristallen und tiefen Temperaturen.



Kapitel 9

Boltzmann-Gleichung

9.1

Elektronen im elektrischen und magnetischen Feld

9.1.1 Klassische Teilchen im homogenen elektrischen und magnetischen

Feld
elektrisches Feld:
magnetisches Feld:
Vektorpotential A:
Hamiltonfunktion
Koordinaten:
mi = +59B, x(t) =9 cos'wt
mj = —<iB, y(t) = =] sinwt |
ms =0 £(t) = o)
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w =

H= % O , e<O0

F:%—g:%,p %:—%I;:eﬁ

(t) = 7(0) + F(0)t + o Et?

konstante Beschleunlgung im elektrischen Feld
B =(0,0,B:)

g = 8; X /T

2B. A= -17x B =1{—yB,,2B,,0}

Oz A=0

p =kanonischer Impuls

F=0a — % (ﬁ— %/f) = %]3, P = mechanischer Impuls

., 2 2

b= = O (e — 20B2)" + (o~ £2B.)" +22)
V= 9me i(py: ¢xB;) B, - (P2 — ¢yB:) B, 0}

p= ;(;PX'B:iT%B '

mit= P =~ £A =+ £ (#x B) = £ x B (Lorentzkraf

eB,

(Zyklotronfrequenz)
me
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Die Lésung
z(t) = 2%+ —Ltsinwt
w
W0
yt) = y°— —L=(coswt —1)
w
0
v
t) = 41
=0 t
beschreibt die Spiralbahnen in Richtung des Magnetfeldes mit der Zyklotronfrequenz w = %.

Da ';Z.’J_f?, bleibt die Energie des teilchens ungeéndert: % (’U5)_2 + vﬁ)?)

y
A
y [ — — — 7 i
0 / N
f ‘A/LL\ v Y
vy
N
— L
|
| > X
X
0

9.1.2 Blochelektronen im homogenen Feld

Wir betrachten einen Blochzustand ¢ () als Eigenfunktion von

h? . - L
Hotg = (502 + V(D ) U, = Bun(Fo), ()

Nun schalten wir z.Z. ¢ = 0 ein értlich und zeitlich konstantes elektrisches Feld E und ein
ebensolches Magnetfeld B ein. Sind beide Felder klein, so kann man Interbandiibergéinge
vernachldssigen. Wie unten gezeigt wird, ist dann der Zustand (t) zur Zeit ¢ > 0 auch ein
Blochzustand zum gleichen Band v

1/1(t) ~ @b];'(t),,o (F)
aber zu einem zeitabhéngigen k-Vektor E(t), der der semiklassischen Bewegungsgleichung
5 . — e —
hk =eE + o x B

1 OE,,

kvo = h ok

—
—

gehorcht, wobei v die Gruppengeschwindigkeit ist. Man wird daher erwarten, dass

dieser Zusammenhang auch noch fiir értlich langsam veréinderliche Felder E(7) und B(7) gilt.
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clektrisches Feld E:

. -2
o — X Ht . — . o p 2\ - — e — Sm
Y(t) = e n Y (F) mit H = o +V(F)—eEF , V(F)=V(i+R™)

Translationsoperator T'z,,:

—

Tgm¥z,,, () = eikmegoyo (") da ¢y, (7) Blochzustand ist
Priigung, ob t(t) auch Blochzustand ist: Bilde T',,%(t)

%(H—eﬁﬁm)tT

Time Bm

da T, Ho = HoTs, und Tg,eEF = eE(F+ R™)T5,
— = — = n
bow. T H = (H = cBR™) T, Tg (HY' = {H = cER"} Tp, ..
Also gilt:
Tptp(t) = e P e i T e (7)
eikg R™ wgo vo ()

Aus dem Blochzustand ¢y~ entwickelt sich ein Blochzustand mit Blochvektor E(t) = ko +

eEt/h, der i.a. eine Linearkombination von Blochzustinden k(t) aus verschiedenen Béindern
v ist:

1/}@) = Z cu(t)%b;;(t),,,(??)

v

Falls das Feld E hinreichend schwach ist, kann man Interbandiibergénge vernachlassigen, so
dass der Bandindex v erhalten bleibt: () ~ wl?(t) o (7).

Magnetfeld:
L o/, e n? _, I
H = — (p——A) + V() — eET
2m c
1 . . .
= PV —eEF, A=—= (Fx B)
2m

Das Verhalten von Blochelektronen im Magnetfeld ist duflerst kompliziert und kann hier nur
im Rahmen des Aquivalenzhamiltonoperators diskutiert werden. In Analogie zum magnet-
feldfreien Fall ist der Aquivalenzhamiltonoperator fiir das Band v fiir kleine Magnetfelder B
gegeben durch:

Hy iy E,(P/h) — eEF mit P=p—-A

oI ®
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Im Heisenbergbild erhélt man fiir die Operatoren 7(t) und P(t) die folgenden Bewegungsglei-
chungen

. %[a(ﬁ/m,f}:i@@g/m |
P = %[E,,(ﬁ/n),ﬁ]—[eﬁf,ﬁ}:%[Ey(ﬁ/h),ﬁ] veE
)

#0

Bei der Berechnung des Kommutator [E,,(ﬁ /h), P} ist Vorsicht geboten, da P nicht mit sich
selber vertauscht. Es gilt:

[El,(ﬁ/h),ﬁ] __hedby 5
tc gP
Beweis:
e e he (0A; 0A;
PP = [ = Saiy - ] = 22 (52 - O
J [ c Toe ]] ic\ Ox;, Oxj

Mit Hilfe des total antisymmetrischen Tensors &,

1 ¢=1,7=2k=3 und zyklisch
€ijk = —€jik = —€kji = —Eikj = 0 wenn 2 oder mehr Indizes gleich sind
—1  sonst

he
[P, Pj] = o Zé‘iﬂBl
l
he
-1 ..
[Pzn7-P]] = _nPZ-n ;E XZ:EZJZBZ

(BB B = -3 2o he he <8El, 4>
J

v . B =22« B
- 8Piic€”l = e oP

Fiir die Operatoren 7(t) und ]3(t) erhélt man also fiir die folgenden Bewegungsgleichungen:

: P/h) x4 E, =
ERICILDN J BN
oP ¢ OP
Diese sind das Analogon zu den klassischen Bewegungsgleichgungen
. P i L e. =
==, P=cE+°FxB
m c

fiir 7(¢) und dem mechanischen Impuls P(t) = 7+ %/T Bildet man Erwartungswerte der
obigen Operatorgleichungen mit einer Blochwelle 7 , so muss man P durch hk ersetzen.

- 10B, (k) _
<7?>]_€'I/ = ﬁ 8[;; EV ’

- — e —
ik = eE + —i, x B
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9.2 Ableitung der Boltzmann-Gleichung

Im folgenden betrachten wir zunéchst klassische Teilchen , die wir durch eine Dichteverteilung
f(7,0,t) im Orts- und Geschwindigkeitsraum beschreiben.

f(7,0,t) drdv = Zahl der Teilchen in (7, d7) mit Geschwindigkeiten im Volumenelement (v, dt))
zur Zelt t.

Aus dieser Verteilung kann man folgende einfachere Grofien berechnen:

Teilchendichte n(F,t) = [ dv f(7,7,t), Teilchenzahl N = [ drdv f (7,7, 1)
Stromdichte J(7t) = [dTT f(F ,’D’, t), Gesamtstrom J = [ dj(,1)
Energiedichte e(F,t) = [ dv Zv? f(F,7,t) (nur kin. Energie)
Energiestromdichte j.(7,t) = [ dv v 2% f(F,¥,t)

Die Dichteverteilung f(7,v,t) &ndert sich mit der Zeit infolge zweier verschiedener Effekte,
durch Driftbewegung, d.h. gleichférmige Bewegung oder Beschleunigung im #dufleren Feld,
oder durch Stofe.

Driftbewegung: FEin Elektron am Ort 7 mit Geschwindigkeit ¢ zur Zeit t ist zur Zeit t 4 dt
am Ort 7+ ¥dt und hat die Geschwindigkeit o'+ bdt, wobei 5(?, t) die Beschleunigung ist, die
durch eine &uBere Kraft F(7,t) = mb(F,t) verursacht wird. Da alle Teilchen im Volumenele-
ment drdv die gleiche Geschwindigkeit ¥ haben und die gleiche Beschleunigung b erfahren, ist
die Dichte f(7,7,t) im bewegten System zeitlich konstant:

df _of  .Of , ;0f

f(F 4+ ddt, v+ bdt, t + dt) = f(7,0,t) bzw. %:E—i_ 57 b?—
—_——
E‘Drift
v
bdt
'U+dU _____ ®e o ’Udt i-___ 1:
/L) _____ I.. [ ] I L____JI
T x+dx T

Anderung durch Stéfe: Die Dichteverteilung f(7,#,t) kann auch durch StoéBe, z.B. an festen
oder beweglichen Streuzentren, geéindert werden. Dabei nehmen wir an, dass der Abstand
der Streuzentren sehr viel grofier als deren Durchmesser ist, so dass man die Streuzentren
als Punktformig annehmen kann. Bei einem Stofl &ndert sich dann die Geschwindigkeit ¢
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abrupt auf den Wert ¢, ohne dass der Ort 7 sich dndert. Es ist > (¢, ¥) dv’ die sekiindliche
Ubergangswahrscheinlichkeit fiir die Geschwindigkeitséinderung von ¢’ in das Volumenelement
(¢v',dv"). Die Anderung von f(7,7,t) durch Sto8e ist dann gegeben durch:

of

ot

= —f(7, 7, t)/dq?’ D (@) f(7 V)

Stofle

Der erste Term beschreibt den Verlust von Teilchen in difdé durch Streuung mit allen
moglichen Endgeschwindigkeiten ¢ (“Hinausstreuung®), der zweite Term den Gewinn von
Teilchen in drdv, dadurch dass andere Teilchen nach dem Stof§ die Geschwindigkeit ¢ anneh-
men (“Hereinstreuung®). Addieren wir beide Anderungsmechanismen:

or_of or
ot Ot|pun Ot

StoBe

so erhalten wir die Boltzmanngleichung fiir die Verteilungsfunktion f(7,,t):
af — af 7 8f _ — — — =
S s bes = [ ar {309 f7 ) - Y0 £ 6.0))

Fiir grofle Zeiten wird man erwarten, dass das System in das thermische Gleichgewicht
iibergeht. Daher muss die Gleichgewichtsverteilung

Sy
h
L

fO(F, 17, t) = fo(ﬁo) ~ eis(ﬁ)/KT , 6('[7) — %1—)’2

eine Losung dieser Gleichung sein, d.h. es muss gelten

0= /dﬁ’ {Z(ﬁ’ e =@/ N (5, y)efe(v*/)/nT}

da im Gleichgewicht b = 0 sein muss. Dies wird garantiert durch das Prinzip des detailierten
Gleichgewichts, das den direkten Stoss mit dem umgekehrten Prozess verkniipft.

> (@) = Z(ﬁ’,g)e*(s(ﬁ)fs(ﬁ))/nT

Diese Bedingung, die die Gewinn- und Verlustprozesse bei der Streuung verkniipft, kann man
bei einer mikroskopischen Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten > (¥, 0") ableiten.

Bei einer Streuung an festen Streuzentren kann sich die Energie der Teilchen nicht d&ndern:

Y (@,7) ~ 6(e(@) - e(V)

elast

Wegen des detailierten Gleichgewichts hat dies zur Folge, dass die Ubergangswahrscheinlichkeit
symmetrisch in ¢ und ¢’ ist.

> @) =) (7.9)
elast elast
Blochelektronen: Die Geschwindigkeit ¥ miissen wir ersetzen durch die Gruppengeschwindig-
keit ; bzw. durch die beiden Quantenzahlen Blochvektor k& und Bandindex v. Die Verteilung
der Blochelektronen wird beschrieben durch
9 1 _
(2m)?

fu(F, 0, t)dFdk = Zahl der Elektronen in (7,d7) und (k,dk) im Band v .
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Hierbei wurde der Vorfaktor ﬁ so gewihlt, dass im thermischen Gleichgewicht f, (7, ¥,t) in

die Fermiverteilung fo(ej;,) iibergeht:

2 2 Vv - 1 ~
Dichte: po = V ZfO(EEV) = V Z W / dk fo(ff;;l,) = m Z/BZ dk fo(ff;;l,)
kv v v o

B.Z.

Wegen der Unschérferelation Ar Ak = 1 kénnen wir den Ort 7 und den k-Vektor nicht gleich-
zeitig scharf bestimmen, so dass streng genommen eine Verteilung f, (7, E, t) in der Quanten-
theorie keinen Sinn macht. Wir miissen daher f, (7, E, t) als eine Art Mittelwert verstehen,
wobei iiber rdumliche Gebiete Ar und iiber Impulsgebiete Ak gemittelt wurde. Offenbar
muss Ak < A, der freien Weglidnge zwischen den Stoéflen sein, und kp ~ 27”, damit die
Boltzmanngleichung sinnvoll ist. Daraus ergibt sich, dass die freie Wegldnge A > a, bzw.
1<K ArAk <« % der Gitterkonstanten sein muss.

Die Bewegungsgleichung des Blochvektors k wurde im vorherigen Kapitel behandelt:
5 - L e .
hk =mbp =eE + o X B

Damit erhalt man fiir den Driftterm

of L Of 1/ 5 e, N\ Jf,
SV g L (B o B
ot |pun P 9F h (¢ R X )

=3

ok

Beim Stofiterm miissen wir die Fermistatistik beriicksichtigen, da eine Streuung vom Zustand
E'v' in dem Zustand kv (und umgekehrt) nur stattfinden kann, wenn dieser nicht besetzt
ist. Dies ergibt zusétzliche Faktoren (1 — f(7 K, t)) bzw. (1 — [ (PR, t)) im Stofiterm. Fer-

ner miissen wir im Stofiterm iiber alle Bénder v/ summieren. Die Boltzmanngleichung fiir
Blochelektronen lautet damit

o . 0 1/ e, = 0 7
{5+ g+ B+ S0 < B) - 2L

-y / aB S R By (L= LR fo R0 = SE ) (1= 10 (R)) 7R}
BZ

Im Gleichgewicht muss f, (7, k, t) in die Fermiverteilung

1

fO(ngy) = e,@(e,;y—u) +1

iibergehen. Deswegen besagt das Prinzip des detailierten Gleichgewichts, dass die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten die folgende Symmetrierelation erfiillen miissen

S (Fv BV (- foleg,)) folepy) = S (R kv) (1 - fo(s;;/y)) folez,)

In vielen Féllen wird der Ladungstrigertransport im wesentlichen durch ein einziges Band
getragen. Dann kann man den Bandindex v weglassen. Die Boltzmanngleichung lautet dann

ot

— /d/z' (SR (1= 1)) £ = SO F) (1= £ £ |

o L 0 1/ o e, =\ 0 > 7
< + E'_+?~L<€E+EUEVXB>'£>f(r’k’t)
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Im folgenden werden wir uns auf diesen Fall beschrinken. Damit die folgenden Ausdriicke
allgemeingiiltig sind, miissen wir k als Abkiirzung fiir (k,v) verstehen, d.h. z.B. [ dk’ ersetzen

durch 3 [ dF.
v B.Z.

9.3 Stoflinvarianten und Erhaltungssitze
Wir beschrinken uns auf die elastische Streuung an Storstellen, fiir die der Streukern
Sk, k') = > (K, k) symmetrisch ist.

Multipliziert man die Boltzmanngleichung mit einer beliebigen Funktion a(E) und integriert
iiber k, so erhélt man fiir den Stoffterm

L of
dka(k) =
/ ) 5 StosBe
[ dkait () (1- 1) 5
= [ dRdR S EE) (£ - £B)) alF)
1 o oo 7 7 7 N
= 5 [ R SER) (1) - 10) (olF) - )
Wir nennen a(k) eine StoSinvariante, falls a(k) = a(k’) fiir alle k und ¥ gilt, die durch StéBe

bzw. S (k, k') miteinander verkniipft sind. Bei der elastischen Streuung gibt es zwei StoBin-
varianten:

I
i
!
—
|
7
!
.
SN—
/N
=
|
-
—
o]
\_>
N—
-
—
i
N~—
N—
Q
—
i
N~—

1) a(k) = ﬁ: Dies entspricht der Erhaltung der Teilchenzahl beim Stof, die auch bei inela-
stischen Prozessen giiltig ist.

2) a(k) = ﬁ (k): Dies entspricht der Energicerhaltung: e(k) = (k') die nur bei elastischer
Streuung vorliegt.

Fiir solche Stofiinvarianten gilt daher
- Of
dk a(k) =

[ dka@) %

und wir konnen fiir diese Gréflen aus der Boltzmanngleichung eine Kontinuititsgleichung fiir
die Teilchen- bzw. Energierhaltung ableiten.
Teilchenerhaltung: a(k) = ;25 (ohne Magnetfeld)

=0
Stofe

1 L (Of(F k,t) . Of e~ 0

— A AAY; S _E. 2L =

13 dk{ LA R s 0
N——

ausintegrieren =0

Daraus erhilt man die Kontinuitéitsgleichung, die die Dichte n(7,¢) und den Strom j(7,t)
untereinander verkniipft:

9 9~
ot
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o 1 . I L _ L1
am/dks(k)f(r,k,t)+a—?7 —/dkv,;e(k)f(k) +eE —/dk Ze(k)

ne(7t) Energiedichte je(7t) Energiestromdichte 1 o 35(;;’)

je Teilchenstromdichte

OelB0) | 2550 = o7, )

Die rechte Selte beschreibt den Energlegewmn durch die Beschleunigung der Teilchen 1m
duBeren Feld E. Da der Strom j('r t) ~ E ist, ist dieser Energiegewinn quadratisch in E
und positiv. Es gibt daher keinen stationédren Prozess, da kontinuierlich Energie in das Elek-
tronensystem gepumpt wird und diese durch Sté8e ihre Energie nicht abgeben kénnen. In
wirklichkeit genpgt eine sher kleine Phononenstreuung, um diese Energie zu dissipieren, so
dass i.a. schon nach kurzer Zeit ein stationédrer Zustand erreicht wird.

Relaxationszeit-Ndherung: Der StofSterm verschwindet nur fiir die Gleichgewichtsverteilung

fo(eg). Startend von einer Nichtgleichgewichtsverteilung f (7, k,t) stoBen die Elektronen im
Feldfreinen Fall (E = 0) solange mit Phononen bzw. Stérstellen, bis sie in die Gleichgewichts-
verteilung iibergehen. Diesen Effekt kann man sehr leicht durch einfithrung einer Relaxati-
onszeit 77 simulieren, in dem man den Stofiterm durch

af

= (R0 - folep)

StoBe %

approximiert. Die Boltzmanngleichung ohne externe Felder

o 0 1 i
8{_1_ kﬁji___ (f(F,k:,t)—fo(ff;z))

&

148t sich dann leicht 16sen. Eine anfingliche Abweichung vom Gleichgewicht Af(7, k,t = 0) =

f(7 k,0) — fo(ej) relaxiert dann exponentiell mit der Zeit

-

Af(F k,t) = Af(F— Uz kO) —t/mg

Der erste Faktor beschreibt die freie Propagation, der zweite die Relaxation ins Gleichgewicht,
die durch Sté8e hervorgerufen wird.



Kapitel 10

Elektrische Leitfiahigkeit

10.1 Linearisierte Boltzmanngleichung

In diesem Kapitel wollen wir das Problem der elektrischen Leitfidhigkeit bzw. des elektrischen
Widerstandes behandeln. Dazu beschrénken wir uns auf den einfachen, aber in der Praxis
wichtigsten Fall eines homogenen und stationéren elektrischen Feldes E und betrachten nur
den stationdren Zustand , so dass die Verteilungsfunktion f(7, k, t)y=1f (1_5) nur von k abhéngt.

O 90 1/ e, N0, - eE  f(k)
— 4T —+—(eE+ -t x B) Y =f(F k1) = — - =2
{at” 6F+h(€ T )}akf(r e

Das Feld E soll hinreichend klein sein, so dass es nur eine kleine Abweichung 4 f (E) von der
Gleichgewichtsverteilung fo(ej;) verursacht:

f(k) = folep) + 0 f (k)

Da §f (l_é) ~ E, wollen wir die Boltzmanngleichung nach Potenzen von E entwickeln. Die
E-unabhéngige Gleichung wird wegen des detailierten Gleichgewichts von der Fermivertei-
lung fo(ej) indentisch erfiillt. Fiir den in E-linearen Anteil erhalten wir einen Beitrag vom
Driftterm
e Of _e=0fy . 1 0e
hook hooep R hok

und einen Beitrag vom Stofiterm
R {SSER) (1= 50 0 - @ F (1= 160) 1B

= / ai! {30 R [(1= fo)sf = 8f f3) = SRR [(1 = f)of o' fo) }
Dadf (E) linear im angelegten Feld E ist, kénnen wir 0.E.d.A. folgenden Ansatz machen

5f(k)=e-E-AK) = 9 5.

143
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wobei A(k) bzw. A(k) unabhéngig von E sind. Wegen der Fermistatistik ist 6 f(k) nur in der
Néhe der Fermienergie e ~ Er von Null verschieden, weswegen o.E.d.A. bei der Definition
A(k) ein Faktor —% abgespalten wurde. Fiir T — 0 ist —% ~ 0(¢ — Ef), d.h. nur die
Elektronen auf der Fermifldche sind gestort. Die physikalische Bedeutung des obigen Ansatzes
erkennt man, wenn man fo(eg) + 0.f (k) als eine verschobene Fermiverteilung interpretiert.

) = folep) — 920l R(F) = fo (e — o - K(R))
k

il

I

Die Besetzungsverteilung ist also verschoben um die Energie eE - K(E), die den Energiegewinn

cines Elektrons im Feld E beim Durchlaufen der Strecke A(k) darstellt. (A(k) = “vektorielle
freie Weglidnge®). Setze ich obigen Ansatz fiir 0 f(k) in den Stofiterm ein und beriicksichtige,

dass

dfo 0 1 ePle—n) 1

T 0e  OedPm 41 ﬁ(eﬂ(e—u) i —fo(e) (1= foe))

ist, so erhélt man nach einiger Rechnung die folgende linearisierte Boltzmanngleichung fiir
den Vektor A(k) der freien Weglénge

_ Ofo

Eo-.
&sk

_ / aF o (k.7 (A(R) - K(B))

Der Stoiterm

U(E> lj”:,) = Z(%v E/) (1 - fO(gﬁ))

ist auf Grund des detailierten Gleichgewichtes symmetrisch in kund k. (Was bei der Ableitung
der vorherigen Gleichung benutzt wurde)

Bei bekanntem K(E) kénnen wir die Ladungsstromdichte J direkt mittels der folgenden Formel
berechnen.

1

J:m/dke%ﬂk):m/dkev,;{fo(é,;)— 0

8€E

ek - [\’(/Z)}
Fiir den Leitféhigkeitstensor o;;, definiert durch
3
JZ‘ = Z UijEj
j=1

erhilt man dann
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Mit Hilfe der Boltzmanngleichung 5= /o =/ dK' o (k, k) (K(E’ ) — K(E)) und der Symmetrie des
StoBkerns kann man auch folgende Darstellung fiir 0;; finden:
o = / dk / i o (K, K1) (A (K —Ai(k)> A (F)
.. f— 6 / . _; _; . 7 . 7 J— . _;/ = ..
% = 155 / dkdR o (K, &) (A (K — Al(k)) (Al(k) Ak )) =0y,

Hieraus ist die Summe o;; = 0j; des Leitfdhigkeitstensors direkt ersichtlich.

Elastische Streuung: Im folgenden werden wir uns auf elastische Streuung beschrianken, die
den Restwiderstand von Defekten bei 7' = 0 bestimmt (Im Rahmen der quasielelastischen
Néherung ist die Annahme der niherungsweise elastischen Streuung auch fiir den Phononen-
widerstand sinnvoll, da hwpepey < Ep ist. Bei T' = 0 ist —% = §(e — E). Fiir den Streukern

o(k, k') setzen wir an

o(k,K)dk' = oq(k,k')6(e; — Er)d(eg, — Ep)d(ep, — Ep)dk' , ou(K k)

Bk

dF dk

Dabei beschreibt eine §-Funktion die Lokalisierung von K(E) auf der Fermiflache und die ande-
re elastische Streuung e = €. Die Volumenintegration dk schreiben wir als eine Integration
iiber die Oberfliache konstanter Energie mal einer Energieintegration:

. de  dF
Br = dFdk, =dF-2 = 2 ge
5

ok

Damit erhélt die linearisierte Boltzmanngleichung die Form

B AF' o
= [ S oaE R (A - X))
'Uk,
e =Er

wobei iiber die Fermifliche zu integrieren ist. Analog erhélt man auch fiir den
Leitfédhigkeitstensor o;; ein Integral iiber die Fermifléiche.

2 dFf - -
ij =3 / o vilk)A; (k)
E
€E:EF
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Das in der vorherigen Gleichung auftretende Integral

1 dF"’ - o
1_ / (B 1)

1)

T ’UE,
e =Er

bemisst die Zeit 7, die im Mittel zwischen zwei Stoflen verstreicht; 73 gibt also die mittlere

Lebensdauer des Zustandes k an. Die obige Boltzmanngleichung kann man daher in der Form
L. dF' . . L
A(k) = 20z + T-'/ — ook, K A(K)
/Uk/

schreiben. Der erste Term beschreibt den ohne Stof mit der Geschwindigkeit v} zuriickgelegten

Weg. Diese Form der Boltzmanngleichung legt es nahe, fiir K(E) einen Relaxationszeitansatz
zu machen

N\ . _tr—
wobei die Relaxationszeit T]%r, die sog. Transportlebensdauer, noch zu bestimmen ist. Die-

ser Ansatz kann jedoch nur dann eine Losung sein, falls der Vektor [ Cf)—fl oa(k, K A(K) die
k!

Richtung von A(k) bzw. U hat. Dies ist i.a. nicht der Fall, sondern nur, falls die Streuung
kugelsymmetrisch ist

oa(k, k') = oa(cosd) , mit cosd =k - K

und die Fermifliche kugelférmig ist. Dann ist

/ I (R RK(E) = K(R) / B F VAR KR - R(R)

(o
so dass die Transportlebensdauer gegeben ist durch:

—tr - -
U U Tx

Wegen des Faktors 1 — cos vy f,

Widerstand. Daher ist meist T]%r >~ 77 (Zumindestens, wenn die Vorwirtsstreuung bevorzugt

liefert die Vorwértsstreuung (93 = 0) keinen Beitrag zum

wird.)
In der Relaxationszeitndherung ist der Leitfahigkeitstensor gegeben durch

2 (Vs (ke
v
e(k)=Ep

Fiir kubische Kristalle ist o;; = 0d;; bzw. J = JOE mit

62

_ 1\ tr
00 = 1557 / dF v(k)Tp
e(k)=Ep
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Als einfachsten Fall betrachten wir freie Elektronen. Es ist

hik 5
Ve = Ca / dF = 47ky |, kp = (37°n9)Y/? | 7 = ' unabh. von k
m
TL()€2 tr
oy — T
m

Die Relaxationsnidherung erlaubt noch eine einfachere Interpretation der Stérung der Fermi-
verteilung. Mit A(k) = 17];7']? erhélt man

FR) = 1olR) — Lo - eintr = 10 (R — e /)

D.h. der ganze Festkorper wird um Ak = eET]%r /R in Richtung des Feldes E verschoben. Da-
bei ist Ak die mittlere Anderung von k in der Zeit T]%r auf Grund der Beschleunigung durch

das Feld E.
Das Ergebnis fiir freie Elektronen ist damit leicht verstdndlich. Die Verschiebung der Fer-

Abbildung 10.1: Verschiebung freier Elektronen

mikugel um Ak = eE7% /h fiihrt zu einer mittleren Geschwindigkeit AT = eE7' /m aller
Elektronen, so dass der mittlere Strom gegeben ist durch

2 2

= 5 nope — nope
J = engAT = —7YE bzw. o9 = T

m

10.2 Restwiderstand von Fremdatomen

Im freien Elektronenmodell ist der Widerstand gegeben durch

1 m 1

po = — = -
oo  mnpe2 Tt

In einem Jellium mit statistisch verteilten Fremdatomen braucht man daher nur die Trans-
portlebensdauer 7%

/
= [ R (- cosigg) = 1 (1- )

rtr |77k’ ‘ kk’

e
€k/72mk —EF
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Die Streurate oel(lg, K ) ist nach der goldenen Regel durch die t-Matrix des streuenden Atoms
gegeben

ook, k) = c— , ¢= Konzentration der Fremdatome

In Born’scher Néherung fiir das Streupotential ist ¢zz, durch die Fouriertransformierte des
Storpotentials AV (7) gegeben

tip ™ / dr e FFITAY (7)

Qualitativ ist das Stoérpotential gegeben durch ein abgeschirmtes Ionenpotential (Thomas-
Fermi Abschirmung)

AV () = AL krer

r

wobei AZ die Uberschussladung des Fremdatoms ist. Daher sollte der Restwiderstand zum
Quadrat der Uberschussladung AZ sein

po ~ (AZ)? (Linde-Regel)

falls bei Stérung hinreichend schwach ist (AZ klein). Fiir stark stérende Fremdatome versagt
die Born’sche Ndherung. Hier bietet sich eine Entwicklung der ¢t-Matrix und des Restwider-
standes nach den Streuphasen §;( Er) des Fremdatoms an. Fiir die t-Matrix gilt

2 oo
e o " Z(Ql +1)e™ sin §; Py(cos )
kk 2mk:F —0

Fiir die Transportlebensdauer erhédlt man damit

e}

> (1 +1)sin® (141 (Er) — 6(EF))
=0

1 4rh
— = C
Ttr mkp

wahrend die Lebensdauer 7 gegeben ist durch

o0

D (20 + 1) sin® 6,(Er)
=0

4mh
mkp

1
Z—c
-

Besonders grofle Beitrdge zum Widerstand erhélt man daher, wenn fiir einen bestimmten
Drehimpuls / an der Fermienergie eine Resonanz vorliegt, so dass §;(Er) ~ (n + 3)m ist und
sin? §;(Er) ~ 1. (unitirer Grenzwert=maximale Streuung)



Beispiel: sp-Fremdatome in Cu; Linde Regel pg ~ (AZ)?

a c
i . i i
=
Lo - -
T L I i
2
4 - -
L i !
o Y, . — v,
0 1 1 ! i i | 1 1 ! 1 ! 1 L N ! 4
No Mg M Si F S O Zn Ga Ge As Se Br  Cd In S sh e

Fig. 3. Residual resistivity for sp impurities of the a) third, b) fourth, and ¢) fifth rows of the pe-
riodic system in Cu. @ theoretical results obtained by solving the algebraic set of (4.9) in I; 0 theo-
retical results according to (1.3); v experimental values according to references in [11]

Abbildung 10.2: I.Mertig et al., phys. stat. sol. (b) 117, 619 (1983)

3d-Fremdatome in Al 4d-Fremdatome in Cu

S¢ Ti V Cr Mn Fe Co Ni Cu

8 e 20
- ".- !‘-. : Theorie

7 & k3 i

s L -.i r ¥ Experimente
= s = B[
N 3|
El o | g [
g St/

=

~} 3t o 10
0 2 | L

! [

0 1 1 . L 1 L “» 5

Fig.9.4-1, Residual resistivity of 3d transition metal
impurities in Al {Schdpke and Mrosan 1978).
~—=~ free electron model (Eq.(6.3.13)).
~—e— spherical band approximation (Eq.(6.4.13)),
- experimental values {Landolt-B&mmstein 1982),

q Lt 41 )
Y Ir N Mo Tc R Rh PO Ag

Abbildung 10.3: (I.Mertig et al.) Resonanz fiir | = 2: §;(Er) ~ §
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10.3 Variationsverfahren fiir die lineare Boltzmanngleichung

Die linearisierte Boltzmanngleichung lésst sich aus einem Variationsverfahren ableiten, wie
im folgenden fiir den Fall der elastischen Streuung gezeigt wird.

L AF' o g o
eB -7 = / = calk, B) e (K(F) - K(¥"))

Formal schreiben wir diese Gleichung als

- =

Ve =TA; mit vy =ek v}, ]\E:eE-A(E)

Dabei bedeutet die Anwendung des Operators II auf AE eine Multiplikation mit ael(E, K )
verbunden mit der Integration %_{w iiber die Fermifléche.
K/

Ik, KYA(K) = =6 (k — k') — oaa(k, k) (A(k) und A(K')-Term)
Tk
e? dF _ ~  ~ - - 1
I A3 2 /’U_EEE EE A(k) 47r3E2< k’AE)

Da der Operator II positiv definit ist

(087, m0A;) = / i / £ 5hzoa(k, k) (A — oAg, )

ar [ ary

= ~ - 2 ~
ga(k, k) (5A,; - 5A,;,) >0 fiir beliebige oA
——

>0, da
Ubergangs-
wahrschein-

lichkeit

ist der staiondre Wert L ein Minimum:
L{RG+ oAz} > L{A2} = Ly fiir belicbige oAk
bzw. die Leitfihigkeit o ist das Maximum von
-1 ~ ; o ~
o> mL {Ak} fiir beliebige dAk

Das Variationsverfahren liasst sich auch noch in eine handlichere Form kleiden. Wir setzen
Ap = ozA]% mit beliebigem Az und minimalisieren in Bezug auf den Skalierungsfaktor «

L{aA*} = O‘; (Ak HA;) —a (Ak v,;)
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) 2
G
L{apA’} = ‘é(A;;T;%) 2 (Apmiy)

Im letzten Ausdruck kann o.E.d.A. A% durch AE = a% ersetzt werden, da der Skalierungs-
faktor o im Zéhler und im Nenner sich weg kiirzt. Damit erhalten wir:

~ 2

1 1 (A*a V*) S L

Ol =— > 57 i Ii fiir beliebige k = eE - A(k)
pI - ATE? (R miAG )

Als eine wichtige Anwendung diskutieren wir die Mathiessen-Regel . Wir betrachten zwei

verschiedene Streumechanismen, so dass die entsprechenden Ubergangswahrscheinlichkeiten
II; und Iy additiv sind: II = II; + Ily

Dabei kann man II; und Il z.B. die Streuung an zwei verschiedenen Sorten von Fremda-
tomen 1 und 2 sein, oder II; kann die Phononenstreuung und II; die Fremdatomstreuung
oder die Streuung an Versetzungen usw. sein. In der Relaxationszeitndherung sind wegen der
Addiditivitéat der II’s die Reziproken der Relaxationszeiten 7 und 7o additiv:

so dass sich in der freien Elektronennéherung (oo = ,0% = ”O—anT) die Widerstidnde p addieren
m 1
P = 2 = P1 + P2
noe? T

Diese Mathiessen Regel gilt jedoch nicht exakt. Aus der obigen Darstellung fiir p folgt, dass
der Widerstand p(149) bei Vorliegen von beiden Streumechanismen II; und Il gegeben ist

durch (A ist die exakte Losung zu II = II; + II5)

pay2) = 4m°E° (AE7H1AEQ) + <A~E ’HQAE}
()

Das > Zeichen gilt, da ]\E als exakte Losung zu II; + Il i.a. nicht die exakte Losung zu II;
noch zu Iy ist.

Andere Abweichungen von der Mathiessen-Regel:

bisher: Obwohl Il ) = II; + IIy additiv ist, ist der Widerstand p(;42y > p1 + p2 nicht
additiv

jetzt: Widerstand ist erst recht nicht additiv, wenn I1( oy # 111 + I3

> p1+p2

Beispiele:

1. Zwei Defektsorten 1 und 2, die in Form gebundener Paare (1,2) vorliegen. Di
muss man als neuen Defekt (1,2) auffassen und wegen der Wechselwirkun
wegen Interferenzeffekte ist

o) #1I1 +11o
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2. Restwiderstand durch Punktdefekte 1 und Phononenwiderstand 2:
infolge lokalisierter oder resonanter Defektschwingungen héngt die Phonone
ung auch von der Konzentration und Art der Punktdefekte ab, deshalb ist

IT= HRest + HPhonon
erfiillt, aber Ilpponon ist abhéngig von Konzentration und Art der Defekte.

Die Mathiessen-Regel kann daher nur in einer Richtung verletzt sein. Sie ist exakt erfiillt,
wenn die Losungen Ay zu II; und As zu Il bis auf eine Skalierungsfaktor gleich sind und,
wiederum bis auf einen Skalierungsfaktor, mit A als Losung zu Iy + Ils {ibereinstimmen. Dies

ist ndherungsweise erfiillt, falls die Streumechanismen II; und Iy &hnlich sind. Die Abwei-
2

chung von der Matthiesregel ist dann von der Gréflenordnung ([Xl — Ag)

Als zweite Anwendung leiten wir eine Verbesserung der Relaxationszeitndherung mittles Va-
riation ab. Fiir kubische Symmetrie ist

- 2
1 e (Azzv’vzz)
o) — —

=120 (v 1r
po 12w (AE,HAE>

Ersetzen wir hier ndherungsweise KE = ToUz mit einer %—unabhfingigen Relaxationszeit g, so
hebt sich diese als Skalierungsfaktor weg und man erhalt

op = — 2=
L T (R
[ [ a1 St

dF: 5\ 2
1@ (S5 )
0 po 1273 f&

Vg

Diese Formel ersetzt die {ibliche Relaxationsnéherung (s.o.)
2 B
o0 = ° i 72 -7
1273 vg k 'k

10.4 Phononenwiderstand

Die Propagation der Elektronen im thermisch fluktuierenden Potential der Ionen
V(i) =Y (- B = /dév(f— R)o(R) mit p(B) = 6(7— R")
n n

ist ein sehr kompliziertes Problem. Zunéchst startet man mit der Propagation im thermisch
gemittelten Potential

V(@) = / AR o(7 — B){p(R))
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Die mittlere Kerndichte (p(R)) = S(8(7— E™)) beschreibt die Verschmierung der Kernzentren

n
infolge der thermischen Bewegung. Die Fourierkoeffizienten dieses periodischen Potential

- 1 or - o - L
V)i=7 / i e KTV (7)) = Vilem —iK i) = Vie R
ZVZ

enthalten die Temperaturabhéingigkeit mittels der Debey-Waller Faktoren. Man muss
zunéchst daher das Bandstrukturproblem zu diesem thermisch gemittelten Potential 16sen.
Fiir die Blochelektronen ist dann die Abweichung AV(7) = V(7) — (V (7)) des Potentials

vom Mittelwert die Storung, die die Streuung der Blochelektronen verursacht. Zur Vereinfa-

chung des Problems machen wir im folgenden die freie Elektronennéherung, d.h. wir setzen
Wy (7) = e und £g ;12:1 ,

Die Ubergangswahrschemhchkelt Z(kz, K ) ist dann gegeben durch

SO R = [V g8 (F =R (e - =)/1)

was einer Vernachlissigung von (V (7)) entspricht.

wobei die Korrelationsfunktion S'(K,w) gegeben ist durch
S/(f?,w) = / fzwtz{ +iK R (t) 72131:2’”(0)> _ (eil_(’ﬁm(t)><efil?ﬁ”(0)>}

Der Abzug der unkorrellierten Terme (e“? ﬁm(f))(e_”? ﬁn(O)), die in der Neutronenstreuung die

rein elastische Streuung beschreiben, entspricht der Tatsache, dass nur die Potentialdifferenz
AV (7) = V(7) — (V(F)) als Stérung auftritt. In der Ein-Phonon-Né&herung erhélt man fiir
S'(K,w)

s'(f?,w):/— X (B am(n)) K -a(0)e "5 o ey = B+ am (1)

Dabei beschreiben die Koordinaten @ (t) die Auslenkungen von den Ruhelagen ﬁgl Bei
Einfiihrung von Polarisationsvektoren P?(q) und Eigenfrequenzen €2,(7) ergibt sich daraus

If?'ﬁ"(d)\2

S'(K ) = 2M 0,0

{n(Qz) 0w — Qz) + (1) +1) 6w + Qgo) }
wobei n(w) = (e — 1)_1 die Bose-Besetzungsfunktion ist. ¢ ist ein Vektor aus der 1. Bril-

louin Zone: K =k — k' = K" + 7 K F‘:reziproker Gittervektor
Mit dem vorher gewonnenen Ergebis (s.o0.) ist der Widerstand pg gegeben durch

=2 1
= 1o SR RTo
U 2 S 2
© (R (-5) %)
B 1273 - - kK
= w/dkdk > (k) (1= foleg)) foleg) /KT (1— 2 )

|V(k k/)‘QSl( K, °E LEA’)
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Die Volumenintegrationen d3E, 3K spalten wir auf in Energieintegrationen und Ober-
flichenintegrale iiber die Flichen konstanter Energie

I dF. 1 T dF: . dF
/d%:—/de/ k%—/de... / ko dito fiir d®k' = d’
h vy h v h Uk
0 EEZE 0 EE:EF

Da die wichtige Energieabhéingigkeit ez — g ~ hw ~ kOpehey auf die unmittelbare Um-
gebung der Fermienergie beschrénkt ist, kénnen wir die Oberflichenintegrale e = & durch

Fermifldchenintegrale ¢ = Ep ersetzen, da die k-Vektoren praktisch auf die Fermiflache be-
schrinkt sind (e = Er + kOp).

1 dF dF’ -
~— — V(k—k
Fo kT / v / (0 ( ) (

:EF EEIZEF

kf) /ds/dhw Fole) (1= fole + hw)) S/ (F—F, w)

Das e-Integral iiber die Fermifaktoren 148t sich elementar berechnen.

1 hw e
w7 | € fo(e) (L= fole + hw)) = fho (n(w) +1) = -

ar [AF e (1o B F fw e P
po ~ V(k—-E)| (1— 2 )/dﬁwk—TWS(k—k,w)

Fiir hohe Temperatur ist k;—TW ~ 1. Daher geht nur die gleichzeitige Korrellationsfunk-
tion

S'(K) = /dw SR, w) = Z {<€iKF2mefiKR‘"> _ <6iKF2m><efiKR">}

@) MQ

in die Streuung ein. Der Widerstand variiert daher fiir kT > k©p wie po(T) ~ kT. Fiir
noch hohere Temperaturen gibt es dann quadratische Korrekturen p3 ~ (kT)? auf Grund von
Mehrphononenprozessen und anharmonischen Korrekturen.

Das obige Ergebnis hdtte man auch viel einfacher erhalten kénnen.

Da nur die gleichzeitige Korrelationsfunktion S’ (I? ) in die Streuung eingeht, streuen die Blo-
chelektronen an der eingefrorenen Auslenkungsordnung, iiber die thermisch zu mitteln ist.
Man kann daher direkt mit den Formeln fiir elastisch Streuung starten und die statische Kor-
relationsfunktion S’(K) verwenden (quasielastische Niherung).

Fiir niedrigere Temperaturen T" < ©p gilt dies jedoch nicht. Insbesondere gibt es keinen
Beitrag zum Widerstand von den Nullpunktschwankungen. Man erhélt, wenn man die Ein-
Phonon-Niherung fiir S(K,w) einsetzt und die w-Integration mit Hilfe der d-Funktionen
0(w £ Qy(q)) austiihrt:

1 L
o ~ k—T/dFE/dF,;, \V(kz—k’)\2<

e 2 3 2
sz Z'KP@' NZ\KqukT
=1

)Z\E B)- 5@ n() (n(2) +1)

cos 19
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Normalprozesse Umklapprozesse

»>. .
g in 1. Brill. Zone

Wegen des Besetzungsfaktors n({2z,) bleiben effektiv nur die niederenergetischen Phononen
mit h€dg, < kT {ibrig, d.h. nur kleine g-Werte sind wichtig. Hier miissen wir Normalprozesse

K — k= J+K h (ff —_— Gittervektor) unterscheiden. Umklappprozesse frieren i.a. aus,

wenn K nicht auf der Fermikugel liegt, so dass bei 7" — 0 nur Normalprozesse iibrig bleiben.
Der wichtigste Beitrag kommt von dem longitudinalen Schallwellen, fiir die ¢'- P?(q) = q ist.
Fiir kleine k — k¥’ = ¢ erhilt man daher mit 1 — cos ¥ = l( /kp)? und dF’ = 2mwqdq, Qz, = 1

~ 2 1 7 2 erd fLCl
~ — [ 2mqdg = 2
Po ‘V( k:T/ mqdg <2kp> q (1 _ 1) T =
0

2 1 (kT)° Y
‘ = )6 / 2my°dy——— ~ (kT)° Bloch-Griineisen-Gesetz
8k% (hcy) (ev —1)

0

oo

Der Widerstand variiert daher bei tiefen Temperaturen wie 7. Diese sehr starke T-
Abhéngigkeit erhélt man im wesentlichen infolge der starken Reduktion der Vorwértsstreuung
durch den Faktor 1 — cos? = 1(g/2kr)? und des Faktors ¢> von den Polarisationstermen

(k—k)-P° ((j)‘ . Umklappprozesse frieren zwar bei niederen Temperaturen auf Grund der

thermischen Besetzungsfaktoren aus, sie haben also sehr grofle Vorfaktoren, da sowohl der

Lo 2
Faktor 1 — cos U7z, als auch der Polarisationsfaktor ‘K k. P”‘ fiir ¢ — 0 endlich bleibt. Des-

halb erh&lt man i.a. bei tieferen Temperaturen noch merkliche Umklappbeitrége, die erst bei
sehr tiefen Temperaturen aussterben. Beispiel: Kalium - Umklappprozesse sind bei T' >~ 2K
um den Faktor ~ 10 grofer als Normalprozesse, sterben aber bei T' <~ 1K aus.

10.5 Wairmeleitfihigkeit

Wiéhrend beim Stromtransport die treibende Kraft ein von auflen angelegtes Feld ist, ist beim
Waérme- bzw. Energietransport die treibende Kraft ein Temperaturgradient. Es gibt jedoch
auch Kopplungsterme zwischen diesen Mechanismen, die als “thermoelektrische Effekte“ be-
kannt sind, jedoch hier nicht weiter behandelt werden.

Wir betrachten daher ein System mit einem kleinen Temperaturgradienten 2 T ohne duferes

Feld E. Bei der Verteilungsfunktion

5 1
N 0 _ _
FE k) = fm(eq) + 0F(B,7) , fm(ep) = PRI+
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50 . S —

Kati
um Bild 33.5

Temperaturabhingiger Anteil
pp des elektrischen Wider-
stands von Kalium bei tiefen
Temperaturen, aufgetragen

als log (pp/T3) ber log T;
Exp.: Experimentelie

Kurven; A und B: Theorie

fir Ashcroft und Bardeen
Pseudopotential (s. Fig. 33.6):
py: Beitrag der N-Prozesse
{Ekin und Maxfieid 1971, exp.
Kurven unterhalb 3 K fiir zwei
verschiedene Proben nach

van Kempen et al. 1976)

o 115110 “Qem/K>)

1 2 10 20
TiK]

ist der ungestorte Term eine ortsunabhéngige Fermiverteilung mit der lokalen Temperatur

T(7). Im Driftterm brauchen wir nur f%(F) mitzunehmen, da dies schon ein Glied ~ %

ergibt.

oT oF ~ e T ko7

o . 0 1 L e o Lo 48f08T_ fosg—u_, oT
{a—i_vl_c“%’—i_ﬁ<6E+EUEXB>8E}f(T’k’t)N T v

Im Stofiterm liefert dagegen ft(zf) keinen Beitrag, da es sich um eine Gleichgwichtsverteilung
handelt. Analog zum Fall der elektrischen Leitfdhigkeit machen wir fiir 6 f (E, 7) einen Ansatz,

der linear in % ist

8fO or - 8f05—u8T SW T
. = —_— . A
de; T OF *)

FE,7) = fo (5. T() = S5 - KV (R) = fo (e, T (7= AV (B)) )

bedeutet dies, dass die Temperatur in der Gleichgewichtsverteilung an der um die freie
Weglinge AW (k) verschobene Stelle 7 — A" (k) zu nehmen ist.

Da A(k) ~ Uy, ist, heiBit dies in der nebenste-
henden Abbildung, dass nach “rechts* flie-
gende Elektronen “heifler” sind, als es die
Temperatur 7T'(x) angibt, da sie die Tempe-
raturverteilung 7'(x — A) der Stelle z — A ha-
ben. Analog sind nach links fliegende Elek-
I'(z) tronen kilter, da T'(x +A) < T'(z) ist. Dieses

Ungleichgewicht der Strome verursacht dann
x einen Wirmestrom, der dem Gradienten %

entgegengerichtet ist.

r—A =«
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Fiir die vektorielle freie Wegléange KW(E) erhilt man eine dhnliche linearisierte Boltzmann-
gleichung wie im Fall der elektrischen Leitfahigkeit. Als Losung beschrénken wir uns hier auf

die Relaxationszeitniherung, so dass AW (k) = T%’V - U ist.

Bei bekanntem f(7, E) ist der Warmestrom fQ gegeben durch
- 1 o S
]Q:m dk’U;;(Eg—M)f("”,k)

Um den Faktor ez — p1 zu verstehen, miissen wir beachten, dass nach der Thermodynamik die
Anderung der Entropier S gegeben ist durch

0Q|,es. =T dS = dU —udN + pdV
Anderung der inneren Energie =0 (keine Volumenénderung)

Dabei ist Q) die zugefiithrte Warme. Der Wérmestrom fQ ist daher die Differenz zwischen
dem Energiestrom

2 1 7 L
Ju = R/dkvgé‘]—éf(ﬂk)

und dem Strom p j des chemischen Potentials (] ist der Teilchenstrom). In der Relaxations-
zeitndherung erhélt man damit

w OT

4 87”2-

Ji ==
Jj=1

=
.Mw

wobei der Wirmeleitfihigkeitstensor UZVJV gegeben ist durch

w __ w
o = 137 /dk; Dz, (Ek — u) vi(k:)vj(k:)TE

Die Volumenintegration d®k spalten wir auf in eine Integration dF iiber die Flichen konstanter
Energie e = ¢ und eine Energieintegration de

dF

3k =
hvg

de

Beide Integrale kann man entkoppeln, wenn man niherungsweise die Oberflichenintegrale
ep = € durch Fermiflichenintegrale e; = EF ersetzt, was wegen Ep > KT erlaubt ist. Das
verbleibende Energieintegral ldsst sich exakt ausfiithren

0f0> E— / efle=r) 2 2 / e’ 2
de | —220 —kp [de ———— (Ble —p)* = kET2 [ do—"
/ ( 32 ) T = | Gy gy O =T [ e

symmetrisch um € = p o
4Ofda:(;m'+1:?2
Ergebnis:
1 72 _ i (k)v; (k)
w 2 i\K)Vj w
L= —]C T dF — 7
P T 4rsn 3B / ok)  F



158

Der Vergleich mit dem elektrischen Leitfihigkeitstensor af}ektr' zeigt, dass beide bis auf einen

Faktor LT mit L = %212—5, die Lorentzzahl, {ibereinstimmen.

212
ek
UZ-V]V / Jie]l-emr' =LT mit L= s Wiedemann-Franz Gesetz

Diese Gleichheit beruht jedoch auf der Annahme, dass die Lebensdauer Tlgv und die Trans-

portlebensdauer 7% bzw. die analogen vektoriellen freien Wegliingen K(E) gleich sind. Fiir den
Phononenwiderstand stimmt dies nur bei hohen Temperaturen, wihrend es bei der elastischen
Streuung exakt erfiillt ist.

103 . . ey
Kalium
0% }
w0t !
§
R
[«
c
:_g
§ 10 Bild 33.9
& l Effektive freic Wegtinge flir
£ -2 : Elektron-Phonon Streuung
g 1077 | aus elektrischem Widerstand
'% (I;V)) und Wirmewiderstand
i 107 l (!'((p)) (Daten fiir p aus van
Kempen et al. 1976, fiir « aus
L J Newrock und Maxfield 1973)
10 1 S 0

TiK]

Literatur: Transporttheorie
J. Jéckle, Einfiihrung in die Transporttheorie, Vieweg 1978
J.M. Ziman, Electrons and Phonons, Clarendon Press, 1960

I. Westig / Mrosan /Ziesche : Multiple scattering of point defects in metals: Electron proper-
ties, Teubner Texte zur Physik, Bd. 21, Leipzig 1987

Giiltigkeit des Wiedemann-Franz Gesetzes fiir elastische Streuung
(Defektstreuung und Phononenstreuung bei hohen 7' (quadratisch))

elektrische Leitfahigkeit:

FR) = Jole) — SRR () - B 2 fo (o — B¢(F) - )
k
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of
ot

dfo

9

=ek -
Drift

8fO—»_ oo [ Ne\ _ Ne(L
e = /dk o(k, B (A () — & (k))

PR

QD

k

ot
~—
~
N
N~
Il
Q
—~
=
o
—

ok, /) =Y (B.F) (1= folR)) ol

thermische Leitfahigkeit:

fER = L (e,;,T(f))—afoﬂA’W(;z).<_8_T>

85,; T or
SE (e,;, T (F— [\’W(k)>)
() g
Ot | g o) * T O
afosﬁ_:u—»_ o oo [ R T Hrw € —Hrw,
falls Streuung elastisch ez, = ez
of° o S

g = / AR o (F, 1) (R (8) = R (F)) = KV (F) = Ke(F)

8€E

also Wiedemann-Franz Gesetz korrekt fiir tiefe Temperaturen, wo elastische Streuung
iiberwiegt. Auch korrekt fiir hohe Temperaturen, da dann Phononen quasielastisch behan-
delt werden kénnen.

Diskussion Jéckle: horizontale und vertikale Prozesse
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Kapitel 11

Atomarer Magnetismus und
magnetische Wechselwirkungen

11.1 Dia- und Paramagnetismus von Atomen und Ionen
11.2 Magnetsiche Austauschwechselwirkungen

11.3 Wasserstoffmolekiil und Heisenberg-Operator
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Kapitel 12

Bandmagnetismus

Die Diskussion des spin-polarisierten homogenen Elektronengases fithrte zu einer magneti-
schen Instabilitét bzw. eines vollpolarisierten, ferromagnetischen Grundzustandes fiir Elek-
tronendichten rg > 5.45 a.u.. Beriicksichtigt man allerdings Elektronenkorrelationen so tritt
der ferromagnetische Zustand erst bei extrem geringen Dichten von rg ~ 80 a.u. auf. Offen-
sichtlich ist die Theorie des homogenen Elektronengases in Hartree-Fock (HF) Naherung keine
quantitative Theorie, sondern ist eine Modell mit eigenem Recht und 148t uns den Ursprung
des Ferromagnetismus verstehen.

Reale Ferromagnete, wie die klassischen ferromagnetischen 3d Metalle, Fe, Co, Ni, oder das
4f Metall Gd, zeichnen sich durch relativ lokalisierte 3d und 4f Wellenfunktionen aus; Wel-
lenfunktionen ohne Knoten. Fiir diese ist natiirlich die ebene Welle nur eine schlechte Appro-
ximation. Der Ubergang von der ebenen Welle zu lokalisierten Wellenfunktionen bedeutet den
Ubergang von der rdumlich homogenen zur réumlich inhomogenen Lésung der Hartree-Fock
(HF) Gleichungen. Dies ist aber hochgradig nicht-trivial. Die in der Vorlesung Theoretiche
Festkorperphysik 1 von Herrn Capellmann eingefiihrte Dichtefunktionaltheorie (DFT) hat ge-
nau ihre Stédrke in der Behandlung inhomogener Systeme, zusétzlich beriicksichtigt sie noch
Korrelationseffekte, und ist deshalb ganz erheblich zuverléssiger als die HF-Ndherung.
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12.1 Stonermodell fiir Ferromagnete
Was wir aber direkt aus den HF-Gleichungen und aus den Kohn-Sham Gleichungen

iibernehmen konnen, ist die Struktur einer Schrédinger-artigen Gleichung mit einem spi-
nabhéngigen Potential V; ()

2
( oz v >) UE () = Sy ()

2
mit eff(F) =o(F)+ /dr 7 n(7) +vi (F) F upH , H = Magnetfeld

mit n(F) = nt(F) +n~ (F) = Z [yt (7)]2 + Z |4 (7)|* Ladungsdichte

m(F) =n"(7) —n=(7) = > [YH A =D 1, (7 Magnetisierungsdichte

welche zu 16sen ist. Aufler im Magnetfeld tritt die Spin-Abhéngigkeit des effektiven Potentials
nur im Austauschkorrelationspotential vE () auf. In der lokalen Dichteniherung kann man
die Austauschkorrelationsenergie €ze(rs, §) ndherungsweise bis zu quadratischen Gliedern in
&= Zifn - entwickeln, da die relative Polarisation £ auch bei grofier Magnetisierung i.a.
relativ klein ist (£ <0,2):

1
_E:,L{C(T& 0)62 +

Exc(TSag) = EOEC(T&O) + 2

Fiir das Austauschkorrelationspotential v, (i) bedeutet dies, dass wir neben dem parama-
gnetischen Term in niedrigster Ordnung von £ bzw. m ein Zusatzpotential erhalten, dass
proportional zur lokalen Magnetisierung m(7) ist und verschiedenes Vorzeichen fiir beide
Spinrichtungen hat.

Vi) = VI O F V@)m() V>0

Elektronen mit + Spinrichtung erfahren daher ein Potential, das stérker anziehend ist als das

paramagnetische Potential V}}afra’ wihrend Elektronen mit — Spinrichtung ein abstofiendes
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Potential erfahren. Daher werden mehr + Zustinde (Majoritéitselektronen) als — Zustéinde
besetzt (Minoritédtselektronen).

Im Stonermodell fiir Ferromagnete simuliert man diese Anhebung bzw. Absenkung des
Potentials fiir verschiedene Spinrichtungen durch eine konstante

V:I:

1
=W = VIR F S IM M= | dim(7)

eff 2 v

Dabei ist M das lokale Moment in der Zelle, dass fiir alle Atome den gleichen Wert hat (wie
es bei elementaren Ferromagneten wie Fe, Co und Ni der Fall ist). I ist das Austauschintegral
(etwa 0,7 ~ 0,8V fiir 3d-Elektronen). Da die Spinabhéingigkeit des Potentials nur durch
eine Konstante IF% beschrieben wird, &ndern sich die Wellenfunktionen ngn(f’) durch die

Spinpolarisation nicht.
YA () = g 7)

Allerdings werden die Eigenwerte E]:-i»:y um die Konstante :F% abgesenkt bzw. angehoben:

Ei __ _para IM
kv v 2

Man spricht von einer spinaufgespaltenen Bandstruk-

tur. Insbesondere sind die Zustandsdichten ny(E) fiir

n_(E) beide Spinrichtungen identisch mit der paramagneti-

* schen Zustandsdichte ng(F), die jedoch um $% zu
niederen bzw. hoheren Energie verschoben ist.

ni(E) = ng (E + %)

Durch Integration iiber alle besetzten Zustéinde unter-
halb Er erhalten wir daher die folgenden Gleichungen
fiir die Zahl N der Elektronen und fiir das Moment M
pro Zelle

E e fam oo 5 o (511
= (5 5) (2 15))

Da N fest ist und no(E) durch eine paramagnetische Rechnung festgelegt ist, bestimmen diese
beiden Gleichungen die Unbekannten Er und M. Bestimmt man aus der obigen Gleichung
Er = Erp(M), so muss man zur Festlegung von M noch die folgende Gleichung selbstkonsi-
stent 16sen:

n_(E)

Ep (M)

M= F(M) mit F(M) = / dE {”0 <E+%)_”° (E_gﬂ

F(M) hat folgende Eigenschaften: a) F'(0) =0
b) F(—M) = —F(M) baw. Ep(—M) = Ep(M)
¢) F(£00) = £ Moo und — Moo < F(M) < +Mao



n,(E)
h

T/W\*"'

besetzt

> E

E

v
n_(E)

g

nicht besetzt

d) F'(M) > 0 monoton steigend

F'(M)

+ {m (

s

IM
Fr+ —

2

IM
EF+T>

)

‘f—MF berechnet man aus dN =0

ON

dN =0 = -
OEF

. +
mit ny :n()(

F'(M)

AHM)

ON

dEp + —dM =

oM

IM
Ep— —

>0
v

é(né—no){
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My ist die Séttigungsmagnetisierung. Fiir grofle M
sind die Zusatndsdichten n4 (E) und n_(FE) auf der
Energieachse vollstdndig separiert, so dass zuerst das
Majoritdtsband und dann das Minoritdtsband be-
setzt wird. Diese Besetzung entspricht offenbar der
Besetzung im atomaren Grenzfall, bei der nach der
ersten Hund’schen Regel das Gesamtmoment der
Schale maximal wird. In der Tat ist |[F(M)| <
My, da bei einem teilweisen Uberlapp der Zu-
standsdichten auf der Energieachse beide Subbénder
gleichzeitig besetzt werden, wodurch F(M) reduziert
wird.

I

(ng +ng) dEp + 3 (ng —ng)dM

Auf Grund dieser Charakteristika der
Funktion F'(M) ist die graphische Losung
der Gleichung M F(M) nebenstehen-
de skizziert. Es gibt mehrere Losungstypen.
Die wichtigsten sind:

Fall A (Paramagnetischer Zustand): Es exi-

stiert nur die triviale Lésung M =0

Graphische Lysung der Stonermodells

Fall B (Ferromagnetoscher Zustand): Ne-
ben der trivialen Loésung M 0 gibt
es zwei Losungen mit einer endlichen
spontanen Magnetissierung + M. Im Ab-
schnitt “Spinsuszeptibilitdt von Parama-
gneten* werden wir zeigen, dass die ferro-

magnetischen Losungen stabil und die paramagnetische instabil ist. Eine hinreichende Bedin-
gung fiir eine ferromagnetische Losung ist daher: F’(0) > 1, da dann die Kurve F(M) bei
einem endlichen Wert M, die Gerade M schneiden muss. Aus obiger Darstellung von F(M)
erhélt man daher das sogenannte Stonerkriterium fiir Ferromagnetismus
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20+ .
54

4d

v
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|

@ 3d

4f

ATOMIC NUMBER

Bandbreiten der Ubergangsmetalle, Seltenen Erden und Aktiniden

F'(0) = Ing(E%) > 1 .

Dabei ist no(E) die paramagnetische Zustandsdichte (normiert auf 2/ + 1), z.B. 5 fir [ = 2)
und E% die paramagnetische Fermienergie. Ferromagnetismus wird also begiinstigt durch ein
grofles Austauschintegral I und - was viel wichtiger ist - durch eine hohe Zustandsdichte
reziprok zur Bandbreite W, da das Integral

/dEnO(E) = (2+1)

auf (20 + 1) normiert ist. Je stdrker die Elektronen lokalisiert sind, umso geringer ist die
Bandbreite und umso grofler ist die Zustandsdichte. Daher begiinstigt die Lokalisierung den
Magnetismus. Im atomaren Grenzfall ist der Uberlapp der Wellenfunktionen und daher auch
die Bandbreite null. Das Stonerkriterium ist daher immer erfiillt. Die Funktion F'(M) ist in
diesem Fall eine Sprungfunktion: F'(M) = +My fiir M > 0 und —M, fir M < 0, so dass
man als Losung immer das maximal mogliche Moment m, erhélt, wie es die 1. Hund’sche
Regel verlangt.

In kritischen Fillen héingt es von Details der Zustandsdichte no(E%) ab, ob ein Material
magnetisch ist oder nicht. Z.B. ist a-Fe (bcc) magnetisch, aber «-Fe (fcc) ist nicht magnetisch,
da das Stonerkriterium nicht erfiillt werden kann.

12.2 Bandstrukturen von Ferromagneten (Fe, Co, Ni)

Im folgenden zeigen wir die Ergebnisse von Dichtefunktionalrechnungen fiir die Bandstruktu-
ren und Zustandsdichten von Ni (fcc) und Fe (bece).

Zunichst die Bandstruktur und Zustandsdichte von paramagnetischenm Ni als Ergebnis einer
Rechnung ohne Spinpolarisation.
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0.80

ENERGY [Ry]

INTEGAATED DENSITY OF STATES (..}
DENSITY OF STATES (STATES/EV) [-)

ENERGY RELATIVE TO FERMI ENERGY (EV)

Das d-Band ist - bis auf 0,6 Zusténde oberhalb Er - fast vollstdndig besetzt. Die Zustands-
dichte an der Fermienergie (no(E%)) ist relativ hoch, so dass das Stonerkriterium erfiillt ist
(Es ist Ing(E%) &~ 2). Daher ist der paramagnetische Zustand instabil.

Eine Rechnung mit Spinpolarisation fithrt auf eine spinaufgespaltene Bandstruktur mit einer
mehr oder weniger Energieunabhéngigen Aufspaltung IM. Allerdings sind nur die d-Bénder
aufgespalten. Die parabelférmigen sp-Bénder zeigen nur eine sehr schwache Aufspaltung, die
durch Hybridisierung mit den polarisierten d-Elektronen entsteht. Wegen ihrer starken Delo-
kalisierung haben die sp-Elektronen keine intrinsische Tendez zu einem magnetischen Verhal-

ten.
In Ni ist das Majoritédtsband vollstdndig besetzt. Man spricht daher von einem starken Fer-
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Bandstruktur und Zustandsdichte von ferromagn. Nickel
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romagneten. Im Minoritdtsband sind daher 0,6 d-Zustdnde unbesetzt, dhnlich wie in der
paramagnetischen Rechnung. Da die sp-Elektronen praktisch keinen Beitrag zum Moment

leisten, hat folglich Ni ein Moment von 0, 6up.
Ahnliche Ergebnisse erhilt man fiir a-Fe (bcce). Die Spinaufspaltung ist jedoch wesentlich
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grofler, eine Folges des grofleren Fe-Momentes von 2,2up. Im Gegensatz zu Ni ist das Majo-
ritdtsband von Fe nicht ganz voll; etwa 0,4 d-Zusténde sind unbesetzt. Man bezeichnet daher
Eisen als einen schwachen Ferromagneten (obwohl das Fe-Moment wesentlich grofier ist als
das Ni-Moment). An der Bandstruktur von Fe erkennt man auch deutlich Effekte, die nicht
durch das Stonermodel wiedergegeben werden. Zum Beispiel ist die Austauschaufspaltung
deutlich Energieabhéingig, und im unteren Teil des d-Bandes deutlich kleiner als im oberen
Teil. Auch ist das Majoritdtsband etwas schwicher als das Minoritdtsband. Beide Effekte
sind im wesentlichen eine Folge der Energieabhéngigkeit der Wellenfunktion. Alles in allem
zeigt sich jedoch, dass das Stonermodell den Grundzustand von Ferromagneten recht gut be-
schreibt.

Aus den Bandstrukturrechnungen erhilt man folgende magnetische Momente fiir Fe, Co und

Ni (in pg/Atom ; * reine Spinbeitrige; T Spin+Orbitalbeitrige):



Fe Co Ni

Theorie 2,15 1,56 0,59
Experimente | 2,12* 1,57 0,55*
2,22+ 1,71 0,61F
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Berechnet wurden nur die Spin-Momente. Zusétzlich gibt es noch kleine Orbitalmomente,
die etwa 10% der Spinbeitridge im Fall von Ni und 4% im Fall von Fe ausmachen. der Bahn-

drehimpuls ist also nicht ganz unterdriickt.

Fe (001)

t |
/st
B *
N
"i; f/H12
)
Q
&
| 1 i1
0 1 2KlAY

r A H

Energiebander von Fe entlang der T'-H Richtung der Brillouin Zone
nach Wang und Callaway. Dick gedruckte Linien bezeichnen
erlaubte Anfangszustande bei normaler Emission mit s-polarisiertem
Licht.

Spin- und Winkelaufgeloste Photoemission
erlaubt die experimentelle Bestimmung der
spin-aufgespaltenen Bandstruktur von Fer-
romagneten. Auf Grund von Dipol- Aus-
wahlregeln sind nur bestimmte Uberginge
erlaubt. Bei s-polarisertem Licht und
normaler Emission sind nur die dick-
gezeichneten Bénder fiir Spin T wund
Spin | als Anfangszustinde moglich.
Bei iener Energie- und Spin-Analyse der
emittierten Elektronen findet man fiir
verschiedene Energien, die im wesentli-
chen durch die Spin-Aaufspaltung der
I')--Zustdnde am I'-Punkt hervorgeru-
fen werden. Im Fall von Ni ist die
Ubereinstimmung mit den Rechnungen we-
niger gut. Zum Beispiel ist die berechnete
Spinaufspaltung etwa um einen Faktor 2 zu
grof.
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Spinsummierte Intensitédt, Spinpolarisation und Spinaufgeldste Intensitat von Fe (001) bei einer t gy betow EF (av]

Photoenergie hv = 60eV.
E. Kisker et al. Phys. Rev. Lett. 52, 2285 (84)

12.3 Spinsuszeptibilitit von Paramagneten

In diesem Abschnitt wollen wir das Stonermodell erweitern und den Response auf ein homo-
genes Magnetfeld B untersuchen. Die Selbstkonsistenzgleichungen fiir die Fermienergie Efr
und die Magnetisierung M lauten dann:

Ep
M M
N:/dE {n0<E+T+MBB>+n0<E_T_,UBB>}

bzw. M = F (M 4 Q“TBB)

Die Eigenschaften der Funktion F'(z) wurden bereits diskutiert. Bei einem Paramagneten gibt
es im feldfreien Fall nur die triviale Losung M = 0. Fiir kleine B koénnen wir daher die obigen
Gleichungen in B bzw. M linearisieren.

M = F/(0) (M +252B) mit F/(0) = Ino(E})

1
M = — X E%)2 xB=yB, y=S
— Pauli-Suszeptibilitéit xo
Stoner-Verstarkungsfaktor S

Das Ergebnis von Pauli (xo = 2upno(E%)) erhilt man, wenn man die Austauschwechsel-
wirkung der Elektronen vernachlissigt, d.h. die Elektronen als unabhingig handelt. Die

Austauschwechselwirkung #uBert sich also in dem Stoner-Faktor S = ——X——. Dieser
(I=Ino(E%R))

divergiert, wenn das Stonerkriterium fiir Ferromagnetismus gerade erfiillt ist: S = oo fiir
I no(E%) = 1. In diesem Grenzfall erhalten wir einen unendlichen Response M = oo, bzw.
x = oo, was die Instabilitdt des paramagnetishen Zustandes signalisiert.
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Bei einem Ferromagneten im Feld B miissen wir um die ferromagnetische Losung My, definiert
durch My = F(M,), linearisieren. Mit M = MyAM erhilt man

AM = F'(Mj) (AM pLy;

) 1 2pp
1

T Lo . - ng —ng ’ I . —
mit F(Mo):§(n0+n0) - | —/——= z§(n0+n0)>0

1M,
und n(jf = ny <EF + —0>

Auch diese Suszeptibilitdt divergiert, wenn man vom ferromagnetischen Zustand in dem pa-
ramagnetischen iibergeht (F'(Mp) = 1). Fiir My = 0 erhélt man das gleiche Ergebnis wie im
paramagnetischen Fall.

Fiir kleine B ist die Anderung der Magnetisierungsenergie (ohne Einschluss des #ufieren Feldes
B) gegeben durch:

1 11
AFE = E(M) — E(M,) = §XBQ ==

AM)?
2x

Das System ist stabil ((gQ—ME;)M > 0, lokales Minimum) falls die Suszeptibilitdt x > 0 ist,
0

wéhrend fiir x < 0 das System instabil ist, da ein lokales Maximum ( (gg—ﬂf;)M < 0) der
0

Energie E(M) vorliegt.

Beweis von AE = %%(AM)Q:
Fiir das Energiefunktional

E{ny (7);n_(7); B} = B{n, (7);n_(7);0} — B s / dim(7)

gilt bei der Anderung von B:

o 0E  dny(7) 0E dn_(7)
- M
ny (Fn_ (7) " / ar {5724_(?7) B on_(¥) dB

-M Ep A% [ d (ny (7)+n_(7)=Ep2%=0

dE  OE
dB ~ OB

Die Anderung der Magnetisierungsenergie des Systems ist gegeben durch E (M)=E(B)+BM
(Legendre Transformation). Wegen Z—g = —M gilt fiir E(M):

dE dE dB
Z_(Z4+M)|Z=4+B=2B
dm <dB+ >dM+

B(M) — B(M) = %(AM)2
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Anwendung:

In diesem Lichte einer Stabilitdtsanalyse
wollen wir noch einmal die beiden Lésungs-
typen der Stonermodell von Abschnitt
1 betrachten. Im Fall (A) existiert nur
die paramagnetische Losung M = 0.
Da F'(0) = Ing(E%) < 1 ist, ist
die Suszeptibilitdst x > 0, so dass
die Energie E(M) ein Minimum bei
M = 0 besitzt. Im Fall (B) existie-
ren drei Loésungen: M = 0 und £M;.
Die paramagnetische Losung ist insta-
bil, d.h. die Energic E(M) hat ein Ma-
ximum bei M = 0, da F'(0) >
1 ist und die Suszeptibilitit y < 0
ist. Dagegen sind die ferromagnetischen
Losungen +M; stabil, da F'(M;) <
1 bzw. x(Ms) > 0 ist. Die Energie
E(M) hat also Minima bei +M, und
— M.

Die Kurven (A) und (B) sind nicht die ein-
zig moglichen Losungstypen. Auch die Kur-
ve (C) erfiillt alle im ersten Abschnitt be-
sprochenen Eigenschaften von F'(M). Hier
gibt es 3 stabile Losungen, die paramagne-
tische Losung M = 0 und die beiden fer-
romagnetischen Losungen £M;. Beide sind
durch ein Maximum als Energiebarriere ge-
trennt.

Der Ubergang zwischen einer paramagne-
tischen Losung (A) und der ferromagne-
tischen Losung (B) entspricht einem Pha-
seniibergang 2. Ordnung, da sich die Ma-
gnetisierung stetig von My = 0 auf
einen endlichen Wert dndert. Dagegen ist
der Ubergang von (A) zum Losungstyp
(C) ein Phaseniibergang 1. Ordnung, da
sich die Magnetisierungn M unstetig
andert.

Berechnungen von Spinsuszeptibilitdten von Metallen

J.F. Janak Phys. Rev. 16, 255 (1977)
O. Gunnarsson, J. Phys. F6, 587 (1976)

(Nomenklatur: Ijanak = %7 n(EF)Janak = 2n(EF) )
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dashed lines indicate ranges of Z for which calculations were not performed.

J.F. Janak Phys. Rev. 16, 255 (77)

Na Al Cr Mn Fe Co Ni Cu Pd Pt
no(E%)eV~1 1023 0,21 0,35 0,77 1,55 1,7 2,03 0,14 1,14 0,79
I[eV] 1,82 1,22 0,74 0,80 0,92 0,96 1,00 0,74 0,68 0,63
no(E%)I 041 0,25 0,26 0,63 1,42 1,6 2,02 0,11 0,78 0,50
S=x 1,71 1,34 1,36 2,73 —2,34 —1,7 —0,98 1,12 4,46 2,00

Nur Fe, Co und Ni erfiillen die Stonerbedingung Ing(E%) > 1. Von den Ubergangsmetallen
sind nur die 3d-Metalle magnetisch, die 4d- und 5d-Metalle nicht. Dies liegt an der stédrkeren
Lokalisierung der 3d-Wellenfunktionen, die sowohl zu gréBeren Zustandsdichten ng(Er) als
auch zu grofleren Austauschintegralen I fithrt. In der 4d-Reihe ist Pd fast magnetisch; das
experimentell bestimmte Stonerenhancement von Pd ist S ~ 8. Auch Pt in der 5d-Reihe ist
noch merklich verstiarkt. Die 3d-Metalle Cr und Mn sind Antiferromagnete.
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12.4 Magnetische Fremdatome

Fremdatome der 3d-Reihe wie Cr, Mn und Fe sind i.a. magnetisch, wenn sie in Edelmetal-
len oder einfachen Metallen gelost sind. Die Magnetisierung dieser Fremdatome ist dann im
wesentlichen auf die Fremdatomzelle beschriankt, obwohl die 3d-Elektronen des Fremdatoms
durch die Hybridisierung mit den Wirtskristallzustédnden nicht lokalisiert sind. Magnetische
Fremdatome sind von besonderen Interesse wegen ihrer Tieftemperaturanomalien (Kondoef-
fekt). Konzentrierte Legierungen wie AgMn zeigen oft ein Spinglasverhalten.

Das atomare 3d-Niveau verbreitert sich in einem einfachen Metall (Jellium) zu einer Resonanz
mit einer Breite I', so dass die lokale Zustandsdichte eine Lorentz-artige Form hat

nlok(E)

3o
i

5 r

o E) = e 1

Nach Friedel bezeichnet man einen solchen Re-
sonanzzustand als einen “virtuell gebundenen
Zustand“.

2r

EY E

Die Verbreiterung wird verursacht durch den Uberlapp der d-Wellenfunktionen mit den sp-
artigen Wellenfunktionen der Wirtsgitterelektronen. % ist die Zeit, die ein Elektron im Mittel
im Resonanzzustand am Fremdatom verbringt, bevor es wieder ins Leitungsband untertaucht.
Nach der goldenen Regel ist I' durch folgenden Ausdruck gegeben:

T'=272Y [(k|V]d)[*6(E, — Ey)
3

T 2 47| Vg > nwirt (Eq)

Dabei haben wir das sd-Matrixelement (k|V |d) = V.4 als unabhéingig von k angenommen. Die
Resonanz ist also umso schiirfer, je kleiner der Uberlapp und je kleiner die Zustandsdichte
nwirt(F) des Wirtsgitters ist.

Auf Grund der spinabhéngigen Austauschwechselwirkung wird das Energieniveau Eg aufspal-
ten, wobei wir analog zum Stonermodell eine Austauschaufspaltung $% annehmen, wobei
M das lokale Moment und I das Austauschintegral des Fremdatoms ist.

IM
Ej:E2+U(N_NO)¢T

Der Term U (N — Ny) (U =Coulombintegral, Ny = paramagnetische Elektronenzahl) muss zur
Beriicksichtigung der Ladungsneutralitit hinzugefiigt werden, da die Fermienergie Er durch
das Wirtsgitter fixiert ist.
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Die lokalen Zustandsdichten des Fremdatoms:

M
njop(E) = nio(Ey AN + T)

sind daher im Vergleich zum paramagnetischen
Fall zu tieferen bzw. héheren Energien verscho-
| | ben; sie haben aber die gleiche Lorentz-artige
E Form. Fiir die lokale Ladung N und das lokale
Moment M des Fremdatoms erhélt man dann
zwei gekoppelte Gleichungen, die zuerst von

B Anderson (Anderson-Modell) aufgestellt wur-
Mok () den

Er

N:/dE {nlok <E—U(N—No)+%> + Niok <E—U(N—N0)_%>}

M:7FdE {mOk <E—U(N_N0)+¥> — Nok (E—U(N—No)—%>}

Die Diskussion und graphische Losung dieser Gleichungen ist ganz analog zum Stonermodell;
nur ist jetzt Er fest und N und M miissen selbst konsistent bestimmt werden. Als Kriterium
fiir ein lokales Moment erh&lt man

Ingop(Er) > 1

wobei nj(Er) die lokale, paramagnetische Zustandsdichte des Fremdatoms bei EF ist.

Fiir Fremdatome der 3d-Reihe ist njk(Er) am grofiten, wenn das Maximum von n.(E) bei
Er liegt, d.h. falls Eg = Ef, also fiir eine halbgefiillte d-Schale. Daher zeigen Cr, Mn und
Fe in der Mitte der 3d-Reihe die stiarkste magnetische Tendenz. Das Wirtsgitter bestimmt
die Breite der Resonanz bzw. die Hohe des Maximums nlok(Eg) = %% Diese ist am grofiten,
je kleiner das sd-Matrixelement und je kleiner die Wirtszustandsdichte nyyi¢(Eq) ist (z.B.
wenig Leitungselektronen). Je schwiicher also die Ankopplung an das Wirtsgitter ist, um so
ausgepragter ist das magnetische Verhalten des Fremdatoms, so dass man im Grenzfall ein
magnetisches Moment erhélt, das der 1. Hund’schen Regel (S),4.) gehorcht. Bei starker An-
kopplung kann jedoch das magnetische Moment ganz unterdriickt werden, falls I'nj.(Er) < 1
ist. Dies ist i.a. immer der Fall fiir 4d- und 5d-Fremdatome, so dass nur 3d-Fremdatome in
Metallen magnetisch sind.
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Lokale Zustandsdichte von Mn in Ag nach
Dichtefunktionalrechnungen von

R. Podloucky et al. Phys. Rev. B33, 5777
(1980)

Spinaufspaltung von etwa 3eV (experimentelle
Aufspaltung ca. 4eV') Die zusétzliche Struktur
bei niederen Energien (—3eV bis —7eV') wird
durch das Ag-d-Band verursacht.

Berechnete und gemessene Momente von 3d-
Fremdatomen in den Wirtsgittern Ag, Cu und
Al

Das maximale Moment findet man immer in
der Mitte der 3d-Reihe. Die Momente in Ag
sind grofler als die Momente in Cu, da die Ag-
Gitterkonstante um ca. 10% grofer ist. Die re-
lativ kleinen Momente in Al sind eine Folge der
groflen Leitungselektronendichte (3 Elektronen

pro Zelle gegeniiber 1 Elektron pro Zelle fiir Cu
und Ag).
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