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Kurzfassung

Verbindungshalbleiter sind vor allem wegen ihrer Verwendbarkeit in optoelektroni-
schen Bauelementen von besonderem technologischen Interesse. Voraussetzung fiir
Herstellung und zielgerichtetes Design elektronischer Bauelemente ist ein genaues
Versténdnis der atomaren und elektronischen Struktur von Halbleiter-Schichtsyste-
men und Oberfldchen. Eines der wichtigsten experimentellen Werkzeuge fiir die Un-
tersuchung von Oberflichen ist die Rastertunnelmikroskopie (RTM). Obwohl die
RTM auf einzigartige Weise eine Abbildung der elektronischen Oberflichenstruktur
mit atomarer Auflosung ermdglicht, so kann sie doch die atomare Oberflichengeo-
metrie nicht immer direkt und zweifelsfrei kldren. Die hierzu fehlende Verbindung
zwischen elektronischer Struktur (lokale Zustandsdichte) und atomarer Geometrie
(Atompositionen) kann durch “ab initio”—Rechnungen hergestellt werden.

In der hier vorgelegten Doktorarbeit wird eine solche “ab initio” Berechnung der
(110) Oberfliche von III-V Halbleitern durchgefiihrt und der berechnete Tunnel-
strom mit experimentellen RTM-Bildern verglichen:

e Die atomare und elektronische Struktur der (110) Oberfléiche von III-V Halb-
leitern (Superzelle, Slab-Geometrie) wird berechnet. Fiir die Relaxation der
Atome in die atomare Gleichgewichtsstruktur werden die Hellmann-Feynman-—
Krifte auf die Jonen in Kombination mit einem niedrig—dimensionalen Quasi—
Newton-Verfahren (Broyden—Fletcher—-Goldfarb—Shano—Jakobian) verwendet.
Das gingige Strukturmodell (“bond rotation model”) wird fiir mehrere Syste-
me bestétigt. Die theoretisch bestimmten Verschiebungen, atomare Abstinde
und Bindungswinkel, stimmen mit den Experimenten iiberein (Ad ~ 0.05 A,
A® ~ 5°). Dies entspricht der experimentellen Genauigkeit und liegt innerhalb
der Schwankungen verschiedener anderer Rechnungen.

¢ Eine detaillierte Analyse der Oberflichenzustéinde und Oberflichenresonan-
zen wird durchgefiihrt. Die lokale Zustandsdichte in einiger Entfernung zur
Oberfliche wird im Rahmen der Tersoff~Hamann-N&herung fiir die “ab in-
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iv KURZFASSUNG

tt0” Simulation von RTM-Aufnahmen verwendet. Die so berechneten RTM~-
Bilder werden mit hochauflssenden Aufnahmen aus RTM-Experimenten ver-
glichen, die von Dr. Philipp Ebert am gleichen Institut durchgefiihrt werden.
Der Vergleich ergibt eine unerwartet gute Ubereinstimmung zwischen Theo-
rie und Experiment einschlieBlich feiner Details. Dies erlaubt, die Spannungs-
abhingigkeit der RTM-Aufnahmen auf die elektronische Oberflichenstruktur
guriickzufiihren, i.e. die Ursache morphologischer Details zu kléren. In diesem
Zusammenhang konnten wir z.B. zeigen, daB die spannungsabhéngige Rei-
henumkehr, die in RTM—-Aufnahmen der unbesetzten elektronischen Zustédnde
beobachtet wird, sowie die spannungsabhingige Reihenverschiebung, die in
Aufnahmen der besetzten Zustinde beobachtet wird, auf Oberflichenresonan-
zen zuriickzufiihren ist. Dies kann in dem bis dato benutzten konventionellen
Modell reiner lokalisierter Oberflichenzustéinde nicht verstanden werden.

Die Rechnungen wurden mit einem Car-Parrinello-dhnlichen Computerprogramm
durchgefiihrt, welches in der Arbeitsgruppe, Dr. Stefan Bliigel, Dipl. Phys. Benedikt
Engels?, Dipl. Phys. Peter Richard und Prof. Dr. Kurt Schroeder entwickelt wurde.
Die elektronische Struktur wird im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie (DFT) in
der Lokalen—Dichte-N&herung (LDA) in Kombination mit der Pseudopotentialme-
thode (nichtlokale, normerhaltende Pseudopotentiale) berechnet. Das elektronische
Eigenwertproblem wird iterativ im Impulsraum (Superzellen, ebene Wellen Basis)
geldst. Verwendet wird dazu der Davidson—Kosugi—Algorithmus. Die elektronische
Selbstkonsistenz wird sehr effizient mittels eines hochdimensionalen Quasi-Newton~
Verfahrens (Broyden-Mixing, verallgemeinertes Anderson—Mixing) erreicht.

Die Kombination von Theorie und Experiment liefert wertvolle Impulse im Hin-
blick auf die Zielstellung, aus RTM—-Experimenten mdoglichst vollstindige Informati-
on iiber die elektronische und atomare Struktur von Oberflichen zu gewinnen. So ist
es zur Zeit experimentell z.B. nicht méglich, verschiedene Atomsorten auf der Ober-
fliche in RTM—Aufnahmen chemisch zu unterscheiden. Die hier vorgestellte Methode
kann dazu beitragen, diese Liicke zu schliefen und mit steigender Rechnerleistung,
z.B. durch den Einsatz von Parallelcomputern, in nichster Zukunft auch auf kom-
plexere Systeme wie z.B. kompliziertere Oberflichenrekonstruktionen, Stufen oder
Defekte angewendet werden.

1 Autor der hier vorgelegten Arbeit
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Kapitel 1

Die Dichtefunktionaltheorie

Ein wichtiges Thema in der modernen Physik ist die quantenmechanische Beschrei-
bung von Vielteilchensystemen, insbesondere die Beschreibung von Elektronen in
kondensierter Materie. Analytische oder numerisch exakte Lésungen der Schrédin-
gergleichung sind nur fiir wenige einfache Systeme moglich. Mit der Entwicklung der
Dichtefunktionaltheorie (density functional theory: DFT) [JG89] gelang ein bedeu-
tender Durchbruch. Grundlage der DFT bilden die Arbeiten von Hohenberg und
Kohn [HK64] sowie Kohn und Sham [KS65] und Levy [Lev79, Lev82).

Die DFT nutzt die Tatsache, dal die Energie eines Vielelektronensystem sich als
Funktional der Elektronendichte auffassen 158t. Dabei ist die Grundzustandsenergie
das Minimum der Energie beziiglich aller (mit der Antisymmetrie der Vielelektron-
wellenfunktionen vertriglichen) Elektronendichten. Die Grundzustandselektronen-
dichte bestimmt alle Eigenschaften des Vielelektronsystem.

Die DFT ist heute Grundlage fiir eine realistische, quantitative “ab initio” Beschrei-
bung des Grundzustands von Vielelektronensystemen. Dichtefunktionalrechnungen,
welche nur auf quantenmechanischen Prinzipien beruhen, also keine anpafibaren
Parameter benttigen, tragen heute erheblich zu einem besseren Verstindnis der mi-
kroskopischen Eigenschaften von Atomen, Molekiilen und Festkérpern bei. In der
lokalen Dichte-N#herung (local density approximation: LDA) wird die Austausch—
und KorrelationswechselWirkung der Elektronen durch ein universelles Funktional
dargestellt, welches nur lokal von der totalen Elektronendichte abhéngt. Semiempi-
rische, analytische Formeln werden benutzt, um dieses Funktional darzustellen. Die
DFT leistet eine Abbildung des komplizierten Vielteilchenproblems auf ein System
von Einteilchenschrédingergleichungen in einem effektiven Potential. Dieses Glei-
chungssystem, die Kohn—Sham—Gleichungen, mufl selbstkonsistent gelost werden.



2 KAPITEL 1. DIE DICHTEFUNKTIONALTHEORIE

1.1 Die Energie als Dichtefunktional

Ein System von N Elektronen in einem #ufleren Potential wird durch folgenden
Hamiltonoperator # beschrieben:

N
H = T+ Vee + Z Vezt(Xi) (11)
t=1
h2 N .
_ - 2, 1.2
r 2m. ;:;ari (1.2)
1 & e?
V;:e = 3 — = 1.3
2 g l'l‘i - le ( )

T und V,, sind die Operatoren der kinetischen Energie und der Elektron—Elektron—
Coulomb-Wechselwirkung. Ein externes Potential V¢ ist z.B. das Coulomb—Poten-
tial der Atomriimpfe, welches im Pseudopotentialformalismus durch die Pseudopo-
tentiale der Ionenriimpfe ersetzt wird.

In dieser Arbeit werden atomare Einheiten benutzt. Energien werden in Rydberg
angegeben und Léngen in Bohrschen Radien:

A=1, m.=1%, =2 c¢=2=274074
1Ry = 13.6058¢eV, ap = 0.529177A = 0.529177 x 10~m

H wirkt auf die Vielteilchenwellenfunktionen
¥(X1,X,...,Xn) mit X; = (},0;) = (Orts—, Spinkoordinate).

Die meBbaren Eigenschaften des Vielelektronsystems kénnen im Prinzip durch Er-
wartungswerte des Hamiltonian mit den Vielteilchenwellenfunktionen berechnet wer-
den. Das Auffinden von Vielteilcheneigenfunktionen fiihrt in Ortsraumdarstellung
auf eine 3N-dimensionale Eigenwert-Differentialgleichung. Dabei sind physikalische
Nebenbedingungen wie Normierbarkeit und Pauliprinzip zu beriicksichtigen. Das
Pauliprinzip besagt, dafl die Vielteilchenwellenfunktionen aufgrund der quantenme-
chanischen Ununterscheidbarkeit der Elektronen vollstéindig antisymmetrisch gegen
Vertauschung zweier Teilchen~Koordinaten sein miissen. Diese mathematische Auf-
gabenstellung wird bereits fiir kleine Systeme so komplex, daB eine analytische oder
numerisch exakte Losung in der Regel nicht méglich ist.

Gliicklicherweise kommt man, zumindest fiir den nichtentarteten Grundzustand, mit
der Dichtefunktionaltheorie zu einer sehr viel einfacheren Beschreibung des wechsel-
wirkenden Elektronengases. Hohenberg und Kohn [HK64] zeigten, daf in diesem
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Fall die Elektronendichte als Systemvariable geniigt:

n ()= (2] Y 60— )| ¥) = [ [, 336 (- ) {8y, Xl (14)

i=1 i=1 =1

Das Theorem von Hohenberg und Kohn besteht aus zwei Teilen und besagt:

o Die Grundzustandsdichte ng (7) eines Vielelektronensystems enthilt alle In-
formation iiber das System, d.h. alle elektronischen Eigenschaften des Systems
sind Funktionale der Grundzustandsdichte nq (7).

Insbesondere existiert zu jeder moglichen Grundzustandsdichte ng (7), abge-
sehen von einer additiven Konstanten, umkehrbar eindeutig ein dufleres Po-
tential Vezs. Somit sind auch der Hamiltonoperator und alle Grundzustandsei-
genschaften, wie z.B. die Grundzustandsenergie Ey, durch die Grundzustands-
dichte nq (7) eindeutig festgelegt.

e Es existiert ein Energiefunktional F [n], welches unter der Nebenbedingung
der Ladungserhaltung (N = fd3rn (7)) durch die Grundzustandsdichte ng (7)
minimiert wird. Fiir die Grundzustandsdichte ng (7) liefert es die Grundzu-
standsenergie Ey:

E[n] > E[ng] = Ey fiir alle n (7) # no (7) (1.5)

Ey und ng (7) kénnen also durch Variation des Energiefunktionals nach n ()
bzw. durch Lésen der daraus resultierenden Euler-Lagrange—Gleichung be-
stimmt werden.

Wihrend Hohenberg und Kohn den Beweis dieses Theorems indirekt fithrten, konnte
Levy 1979 einen direkten Beweis mit Hilfe eines Variationsverfahren angeben. Das
Energiefunktional E[n] ist nach Levy [Lev79] wie folgt definiert:

Eln] = Ifgil(\lflffl‘ll) (1.6)

Dabei ist der Erwartungswert des Hamiltonoperators beziiglich aller normierten,
vollstindig antisymmetrischen Vielteilchenwellenfunktionen ¥ zu minimieren, die
eine vorgegebene Teilchendichte n (7) reproduzieren.

Die Grundzustandsdichte ng (7) und die zugehorige Grundzustandsenergie Ey wer-
den durch Minimierung des Energiefunktionals E[n] bestimmt:

SE[n] =0 (1.7)
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Die Nebenbedingung der Teilchenzahlerhaltung

f Bro(F) =N (1.8)

kann durch einen Lagrange-Parameter u beriicksichtigt werden. Dies fiihrt auf die
Minimierung eines modifizierten Energiefunktionals

—u(/d3rn(F)—N), (1.9)
bzw. auf die folgende Euler-Lagrange-Gleichung:

6E[n (7)]
on (7)

=u (1.10)
no(7)
Leider konnte jedoch aus der Definition von Levy keine explizite Darstellung des
Energiefunktionals hergeleitet werden. Die genaue Form des Energiefunktionals ist
also unbekannt und man ist daher auf sinnvolle Ndherungen angewiesen.

1.2 Die Kohn—Sham—Gleichungen

Um die explizite Darstellung des Energiefunktionals in Gleichung (1.10) zu umgehen,
erweist sich die Idee von Kohn und Sham [KS65] als niitzlich, das Problem auf ein
einfacheres System nicht wechselwirkender Elektronen in einem effektiven Potential
Vet (7') abzubilden. Dazu ist es zweckméBig, einzelne Energiebeitrége abzuspalten
und exakt zu behandeln:

E[n] = To[n] + Eentln] + Egln] + Egln] (1.11)
Ts[n] ist das Funktional der kinetischen Energie eines wechselwirkungsfreien Elek-
tronengases. Die klassische potentielle Energie der Ladungsdichte n (7) in einem
externen Potential, bzw. die Wechselwirkung mit den Atomkernen oder Ionenriim-
pfen wird durch F..[n] beschrieben:

Eentln] = / d*r 0 (F) Veas () (1.12)
Die Coulomb-Wechselw1rkungsenerg1e in der Hartree-N&gherung ist durch
Egln] = / gor o 20 () (1.13)
e -7 '

gegeben. Das Austausch~Korrelations—Funktional E,.[n] enthilt nun alle unbekann-
ten Anteile zum Energiefunktional. Dies sind alle Korrekturen zu den vorhergegan-
genen Termen, also alle klassischen und quantenmechanischen Vielteilcheneffekte:
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o Die Austauschwechselwirkung rithrt von der Antisymmetrie der Vielteilchen-
wellenfunktionen her (Pauli-Prinzip). Dies bewirkt, da$§ sich Elektronen mit
parallelen Spins nicht beliebig nahe kommen kénnen. Dieser Korrelationseffekt
fiihrt somit zu einer Absenkung der elektrostatischen Energie. Die Austausch-
wechselwirkung beruht rein auf der quantenmechanischen Ununterscheidbar-
keit der Elektronen und hat somit kein klassisches Analogon. Es handelt sich
hier also um einen rein quantenmechanischen Effekt.

o Die klassische Coulomb-Korrelation beruht darauf, da8 sich gleichnamig ge-
ladene Teilchen wegen der Coulomb—Wechselwirkung soweit wie méglich aus
dem Weg gehen. Auch dies fiihrt zu einer Absenkung der elektrostatischen
Energie. Hierbei handelt es sich um einen rein klassischen Effekt. Er ist somit
auch unabhéngig vom Spin der Teilchen.

e Auch die kinetische Energie eines wechselwirkenden Elektronengases hangt
von Korrelationseffekten ab, welche die Bewegungsfreiheit der Elektronen ein-
schrénken. Dies wiederum ist nach der Heisenbergschen Unschédrferelation mit
einem Anstieg der kinetischen Energie verkniipft. Korrekturen zur kinetischen
Energie des wechselwirkungsfreien Elektronengases sind ebenfalls in E,.[n) ent-
halten.

Die Kohn~Sham-Gleichungen erhilt man mit Hilfe eines speziellen Ansatzes fiir die
Dichte n (7). Im Falle wechselwirkungsfreier Elektronen erhdlt man die Dichte als
Summe von Quadraten von Einteilchenwellenfunktionen, die mit den Besetzungs-
zahlen f; gewichtet werden.

n(F) = 23 filg(®)P (1.14)
i
Die Besetzungszahlen geniigen einer Fermiverteilung und sind auf die Teilchenzahl
N normiert:

N = ZZf,- (1.15)

Die Summe iiber den Index i liuft iiber alle auf eins normierten Einteilchenfunk-
tionen 4; () mit Besetzungszahlen 0 < f; < 1. Der Faktor zwei beriicksichtigt die

Spinentartung.
Zerlegt man die Ladungsdichte in (fiktive) Einteilchenfunktionen, so nimmt die ki-

netische Energie folgende Gestalt an:
h2
= B () | ———
Toln] = 2 Ez: f,/d T} (7')( S

A (1.16)
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Durch die Wiedereinfithrung der Einteilchenwellenfunktionen wird die kinetische
Energie nicht wechselwirkender Elektronen exakt behandelt.

Um das Energiefunktional Efn] zu minimieren, wird nicht nach der Dichte n (7),
sondern nach den (komplex konjugierten) Einteilchenwellenfunktionen o} () vari-
iert. Dabei wird die Nebenbedingung der Ladungserhaltung [d3rn (7) = N durch
die Normierung der Wellenfunktionen erfiillt:

[Erw@ P =1 (117)

Die Normierungsbedingung fiir ¥; (¥) wird als Lagrange-Bedingung mit Lagrange-
Parameter &; im Energiefunktional beriicksichtigt. Die Variation der Gesamtenergie
fiihrt so auf ein System von gekoppelten Eigenwertgleichungen, welche fiir die Ein-
teilchenfunktionen 9; () die Form einer Schrédinger-Gleichung haben. Dies sind
die sogenannter Kohn-Sham-Gleichungen:

1 SE[n(F)onf..., .. ] [ B _ )
2f; on(F) o9 (F) ‘( 2m32 +Veff[n(r)]) ; (F) = eah(7) (1.18)

bzw.

( ; F) + Valn (7)] + Vaen (7 )])%- () = e (7)(1.19)

Die Kohn—Sham—GIelchungen sind selbstkonsistent zu l6sen.

Das effektive Potential Vess setzt sich aus drei Beitrigen zusammen, dem externen
Potential V,.;, dem Hartree-Potential

e = : 3,n<r)n<r')
Valn(7)] ( /d R ] ) (1.20)
= / dér’ |rn-(:r3 ; (1.21)
und dem Austausch-Korrelations—~Potential
Vln()] = “F=bl (1.22)

Das effektive Potential ist somit ein Einteilchenpotential, welches seinerseits wieder
ein Funktional der Dichte ist.

Die Eigenwerte der Kohn—Sham~Gleichungen (1.19) sind formal Einteilchenenergien,
haben aber strenggenommen in der DFT als Lagrange-Parameter keine Rechtfer-
tigung als solche. Ebenso handelt es sich bei den Einteilchenwellenfunktionen 1
strenggenommen nur um mathematische Hilfsgré8en, welche formal keine physika-
lische Bedeutung haben. Bei der Interpretation der Wellenfunktionen als Einteil-
chenfunktionen sollte man also immer die erforderliche Sorgfalt und Vorsicht walten
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lassen. Ahnlich dem Koopman’schen Theorem in der Hartree-Fock-Theorie ist es
trotzdem im allgemeinen méglich, die ¢; und ¥; als Eigenwerte und Einteilchen-
wellenfunktionen zu interpretieren [JG89)]. In der Tat stimmen bei delokalisierten
Zusténden, bei denen die Korrelation gegeniiber dem Austausch vernachlissigt wer-
den kann, die spektroskopisch gemessenen Anregungsenergien mit den in der DFT
berechneten erstaunlich gut iiberein. Dies gilt nicht fiir stark lokalisierte wie z.B.
atomare Zustédnde. Die in dieser Arbeit berechneten Oberflichenzustéinde sind hin-
reichend delokalisiert und konnen getrost als physikalische Zusténde interpretiert
werden.

1.3 Die Spindichtefunktionaltheorie

Die Behandlung magnetischer Systeme erfordert eine Erweiterung der Dichtefunk-
tionaltheorie, die Spindichtefunktionaltheorie. Diese ist immer dann relevant, wenn
der Grundzustand magnetisch wird, wie 2.B. beim Ferro- oder Antiferromagnetis-
mus von Festkérpern, beim Oberflichenmagnetismus, bei den meisten Atomen oder
bei der Anwendung externen Magnetfelder.

Diese Verallgemeinerung der Dichtefunktionaltheorie kann leicht erreicht werden,
indem anstatt der Ladungsdichte n () die Spindichten n' () und =t () fir die
Elektronen mit Spin auf (0 =1) und Spin ab (o =) als grundlegende Systemvaria-
blen eingefiihrt werden. Die Teilchen— und Magnetisierungsdichten lauten dann:

(@) = n' (@) + nt(F) (1.23)
m(7) = n'(F) — ot (F) (1.24)
Das Theorem von Hohenberg und Kohn geht dann iiber in ein Spindichtefunktional-

theorem [vBHT72] :
E[nT,n*] > E[ng,nﬁ] = K, (1.25)

Analog zum nicht spinpolarisierten Fall ergeben sich zugehorigen Kohn—Sham-Glei-
chungen durch Variation nach spinabhéngigen Einteilchenfunktionen.

2
.J.}_g- = (--2%3-+ " (), n¢(f’>])¢, (7) = eqy?  (1.26)
n(F) = 3 57 WP (127)

Ein verallgemeinertes Austausch-Korrelations-Funktional fiihrt dabei zu einem spin-
" abhingigen effektiven Potential.
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1.4 Die Lokale-Dichte—N&herung

Alle Schwierigkeiten der DFT stecken in dem in seiner genauen Form unbekannten
Austausch-Korrelations-Funktional F,.[n]. In diesem sind alle komplizierten Viel-
teilcheneffekte enthalten. Eine explizite Darstellung ist Voraussetzung fiir den sinn-
vollen Einsatz der DFT. Dies ist die einzige Stelle der ansonsten exakten Theorie,
an der man auf eine Ndherung angewiesen ist.

Eine sehr einfache, jedoch iiberaschend gute N&herung ist die lokale Dichtenihe-
rung bzw. lokale Spindichtensherung. Die LDA bzw. LSDA behandelt ein inhomo-
genes System wechselwirkender Elektronen lokal wie ein homogenes System. Aus-
gangspunkt ist die Austausch—Korrelationsenergiedichte €,c[n] pro Teilchen eines
homogenen Elektronengases. Mit dieser Grofle wird das unbekannte Austausch-
Korrelationsfunktional genshert.

EXPA] = [drn(F) exln (7)) (1.28)
VEP] = eudn ()] + () S (n () (1.29)

Obwohl diese Ngherung nur fiir langsam variierende Dichten offensichtlich ist, erhélt
man auch fiir stark inhomogene Systeme gute Ergebnisse, was durch die Mittelung
der LDA iiber das Austausch-Korrelationsloch erklirt werden kann [JG89].

Fiir die Austausch~Korrelations~Energie sind in unserem Computerprogramm vier
Approximationen implementiert. Die &lteste geht dabei auf E.Wigner zurtick [Wig34].
Ferner sind es das Funktional von v.Barth und Hedin in den Parametrisierungen
von v.Barth und Hedin [vBHT72] und Moruzzi, Janak, Williams [MJW78] sowie die
Parametrisierung von Vosko, Wilk, Nusair [VWN80|, die auf eine Monte-Carlo—
Simulation des homogenen Elektronengases von Ceperley und Alder [CA80] zurtick-
geht. Da die Monte—Carlo—Resultate von Ceperley und Alder die bisher besten lo-
kalen Niherungen darstellen, wird, falls nicht anders vermerkt, die Parametrisie-
rung von Vosko, Wilk und Nusair benutzt. Alle Parametrisierungen, bis auf die
von Wigner, sind optional mit relativistischer Korrektur von MacDonald und Vosko
[MV79] implementiert. Es zeigt sich in der Praxis, da8 Grundzustandseigenschaf-
ten wie Gitterkonstanten und elastische Module von Rechnungen mit unterschiedli-
chen Austausch-Korrelations-Funktionalen sich nur wenig unterscheiden. Allerdings
diirfen aus Konsistenzgriinden nur Rechnungen mit der gleichen Naherung fiir €,.[n)
verglichen werden.

Die Stérke der LDA liegt in der Fihigkeit physikalische Trends gut zu beschreiben,
wahrend absolute Zahlen nur eine relativ begrenzte Aussagekraft haben.
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1.5 Die Gesamtenergie des elektronischen Systems

Bei der Berechnung der Gesamtenergie E[n] nach (1.11) ist es numerisch von Vorteil,
die kinetische Energie nicht explizit aus (1.16) auszurechnen, sondern indirekt unter
Verwendung der Kohn—Sham~-Gleichungen (1.19) bzw. (1.26). Multiplikation dieser
Gleichung mit 2f;¢} bzw. f7y7*, anschlieBende Ortsintegration und Summation
iiber alle besetzten Zustinde ¢ und o ergibt:

Toln] = 3 2fei— / &Br 0 (7) Vigsln (7)) (1.30)
Tl = S feef =% [drn® () Vel ), mt ()] (1.30)

Diese Gleichungen gelten natiirlich nur im selbstkonsistenten Fall, denn bei jedem
iterativen Losungsverfahren des Selbstkonsistenzproblems wird das effektive Poten-
tial fiir die Wellenfunktionen des (j)-ten Selbstkonsistenzschritts von der Ladungs-
dichte des vorhergehenden Selbstkonsistenzschritts nt~1) (7') aufgebaut. Diese unter-
scheidet sich von der Ladungsdichte n) (7), die aus den aktuellen Wellenfunktionen
dieses Selbstkonsistenzschritts aufgebaut wird. Damit ergibt sich fiir die kinetische
Energie der Wellenfunktionen des (j)-ten Selbstkonsistenzschritts:

L] = Y2~ f & 1) (7) Vgm0~ (7)) (1.32)

To[n' @ pt (J')] = z fle? - Z / &Br ne @) (7) V;‘}f[nT (7-1) (7),n* (G-1) (7)] (1.33)

Einen Ausdruck fiir die totale elektronische Energie erhélt man durch Einsetzen der
kinetischen Energie (1.32) in Gleichung (1.11). Fiir den nicht spinpolarisierten Fall
ergibt sich somit:

EnY] = 23 fei+ / drn¥) (7) (-;-VH [n) (7)] - Vg [n9 (7-»*)])
s (WD )] - [@ra @) VelnG D )] (134)

B4R = 23 fiei+ [ dra () (%VH [0 )] = Vir [29- (7))
. [ &rn® @) (ese [0 ()] - Veeln (7)) (1.35)

Analog ergibt sich im spinpolarisierten Fall aus 1Gleichung (1.33):
E [ @), nt 0] = PP AR / &Bra (7) ("2‘VH [n9) (7)] — Vi [n6D (;)])

w

+ Epe [n’f (.7'), nt (j)]
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-y / dBra Oye [nT (G=1) (7}, i+ G=1) (f‘)] (1.36)
;
B4 [ o] = L g+ [ @ @) (3Vi [29 (7] = Vir [2972 (7]
+3 / & n” O (7) e [t @ () , 0O (7)]
=% [ dErne O (7 VE [0 (7),nt 6D (@] (137)
-
Im Fall von perfekter Selbstkonsistenz vereinfachen sich die Gleichungen:
Efn} = 23 fies — Bnfn) + Eedn] - / &Br 1 (7)Veln (7)) (1.38)
E'PAp) = 2 Z figi — / d®r (n(7))? 65“[”]( 7) (1.39)
Bia,n) = 3 fef = Baln] + Buln®,n7) - 5 [ &ra? (7) Valn (7)) (140)

ELSPA Y] = Z #7¢7 — Egln] - / ds'rn(i")Z( Bezcgz , Y] (-‘)) (1.41)

Der numerische Vorteil liegt darin, daf§ alle explizit dichteunabhéngigen Anteile der
totalen Energie in der Summation iiber die Eigenwerte enthalten sind.

Im Verbindung mit der Pseudopotentialtheorie, in der n (7) ja die Valenzladungs-
dichte ist, wird in der Austauschkorrelationsenergie hdufig eine feste, partielle Rumpf-
ladungsdichte n,, (7) beriicksichtigt (siehe Kapitel 2.4):

(Ezc[n]av:'cc[n]) — (Ezc[n+npc]a V;c[n + npc]) (1.42)
En,ny] = To[n] + Eene[n]+ Egln]+ Egln+n,]  (1.43)

Damit dndern sich die Gleichungen fiir die Gesamtenergie des elektronischen Systems
fiir den nicht spinpolarisierten Fall wie folgt:

B9 = 2% feit [ ) ( 5Vir [19) ()] = Var [29°0 (7)]) (1.49)
+ By [n9) -+ mge] — [ 109 (7) Veoln = (7) + e ()
EMDAlG)] = 2; figi + / d*rnl) (7) (%VH [n9) (7)] - Vi [n6-D (F)]) (1.45)
+ f d®r (n(j) (7) + 1ge(F )) eac [n9) (7) + npe ()
— [ &0 (7) Vaeln0= (%) + e (7))
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Im Computerprogramm wird fiir die Berechnung der totalen Energie die Gleichung
(1.45) benutzt. Ohne Beriicksichtigung der partiellen Rumpfladung vereinfacht sich
Gleichung (1.45) zu Gleichung (1.35).
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Kapitel 2
Die Pseudopotentialmethode

Fiir die Berechnung derjenigen Eigenschaften von Festkorpern und Molekiilen, die
von der chemischen Bindung bestimmt sind, hat sich die Pseudopotentialmethode
bewihrt. Sie weist eine lange Tradition auf [Hei70, HW70]. Wurden friiher vorwie-
gend Modellpseudopotentiale oder empirische Pseudopotentiale, die an spektrosko-
pische Daten angefittet werden, verwendet [CH70], so markieren die Entwicklung
semilokaler normerhaltender Pseudopotentiale durch Hamann, Schliiter und Chiang
[HSC79] bzw. Bachelet, Hamann und Schliiter [BHS82] und deren nichtlokale, sepa-
rable Darstellung durch Kleinman und Bylander [KB82)] einen Meilenstein fiir die
Anwendung von Pseudopotentialen. Durch sie wurden ab initio Strukturrechnun-
gen mittels Pseudopotentialen im Rahmen der vorher besprochenen Dichtefunktio-
naltheorie iiberhaupt erst moglich.

Die Darstellung von Hamiltonian und Wellenfunktionen mittels einer Basis aus ebe-
nen Wellen [IZC79], die Verwendung der Fast—Fourier-Transformation sowie die
Entwicklung neuer iterativer Verfahren zur Minimierung des Energiefunktionals bzw.
zur Diagonalisierung groBer Matrizen [CP85, Dav75, Kos84, TPA89, PTAT92] ha-
ben in Verbindung mit der Pseudopotentialmethode in den letzten 15 Jahren zu sehr
leistungsfihigen Methoden fiir die Behandlung struktureller Fragestellungen gefiihrt
[Thm88, Pic89, PTA+92]. Das Bild wird komplettiert durch die Entwicklung glat-
ter bzw. weicherer Pseudopotentiale [Ker80, Van85, RRKJ90, TM90, TM91] und
verallgemeinerter separabler Potentiale [Ham89, GVM89, SAMJ89, Bl590, Van9o,
Cho92, BK92, SS092], sowie durch die Beseitigung des “Ghost-state’-Problems
[BK90, GKS90, GSS91, S5092], so daB die Pseudopotentialmethode im Prinzip auf
alle Elemente des Periodensystems und auf die Berechnung grofiler Systeme ange-

wendet werden kann.
' Uns steht ein Generierungsprogramm fiir Pseudopotentiale zur Verfiigung, welches

13
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im Rahmen einer Diplomarbeit [Eng92] entwickelt wurde. Implementiert sind das
Schema. von Bachelet, Hamann und Schliiter , “BHS”—Schema [BHS82], sowie des-
sen Modifikationen nach Vanderbilt , “Van”-Schema [Van85), und das Schema nach
Rappe et. al , “RRKJ”-Schema [RRKJ90], welches leicht modifiziert wurde. Eben-
falls wurde ein Programm zur Analyse der logarithmischen Ableitungen analog zu
[GSS91] entwickelt, um “Ghost-states” zu vermeiden.

Die verschiedenen Pseudopotentiale wurden von uns mit folgendem Ergebnis auf
Glattheit und Transferierbarkeit untersucht: Entscheidend fiir die Glattheit, d.h. fiir
die Konvergenz beziiglich der Basisgréfle in einer Basis aus ebenen Wellen, ist die
Fourierverteilung der kinetischen Energie der Pseudowellenfunktionen. Diese wird
in allen Schemata im wesentlichen durch die Wahl der Abschneideradien® R, fest-
gelegt: Auf der einen Seite darf der Abschneideradius nicht zu grof sein, denn dies
verringert die Transferierbarkeit der Pseundopotentiale in andere chemische Umbe-
bungen. Andererseits darf er aber auch nicht zu klein sein, denn dies fiihrt zu tieferen
Pseudopotentialen und somit zu einer schlechteren Konvergenz beziiglich Basis aus
ebenen Wellen.

Keines der untersuchten Schemata bietet dabei entscheidende Vorteile. Dieses Er-
gebnis deckt sich mit den Ergebnissen anderer hnlicher Untersuchungen [KHN92,
LQPH93]. Einzig die Idee der sogenannten “ultrasoften” Pseudopotentiale von Van-
derbilt [Van90] scheint den anderen Konzepten iiberlegen zu sein [FHK94]. Dieses
Verfahren wurde von uns aber bisher nicht implementiert.

2.1 Idee der Pseudopotential-Methode

Bei der quantenmechanischen Beschreibung von Elektronen in kondensierter Materie

kann man die réumliche Verteilung der Elektronen erfahrungsgemai8 in zwei Bereiche
unterteilen:

e Zum einen in den Rumpfbereich (r < R.) in unmittelbarer Umgebung der
Atomkerne, in dem sich die stark gebundenen Elektronen der inneren Scha-
len, die “Rumpfelektronen”, aufhalten. Der Uberlapp der Wellenfunktionen
der Rumpfelektronen verschiedener Atomriimpfe ist nahezu Null und damit
vernachldssigbar. Aus diesem Grund verhalten sich Rumpfelektronen in ver-
schiedenen chemischen Umgebungen nahezu gleich und liefern fast keinen Bei-
trag zur chemischen Bindung. Dieser Sachverhalt liefert die Grundlage fiir die

" 1Der Index c steht hier fiir “core” oder “cutoff”.
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“frozen—core’-Ndherung. Der Rumpfbereich ist geprigt durch das stark an-
ziehende Coulombpotential der Atomkerne. Deshalb zeigen Wellenfunktionen
und Ladungsdichten dort kurzwellige Rumpfoszillationen.

Zum anderen in den Valenzbereich, der den ganzen Zwischengitterraum um-
faft und sich durch abgeschirmte, flache Potentiale auszeichnet. Wellenfunk-
tionen — und somit auch die Ladungsdichten — sind dort, verglichen mit dem
Rumpfbereich, glatt. Die Valenzelektronen reagieren sehr empfindlich auf un-
terschiedliche chemische Umgebungen und sind deshalb besonders wichtig bei

strukturellen Fragestellungen.

Die Idee der Pseudopotentialmethode ist es nun, die elektronischen Freiheitsgra-
de der Rumpfelektronen zu eliminieren und die Valenzelektronen durch mdglichst
glatte knotenlose Wellenfunktionen ohne Rumpfoszillationen in einem glatten nicht-
singuldren Pseudopotential zu beschreiben (siehe Abbildung 2.1):

Potentiale [Ry}

1 ll 1 L 1 1 1) 1 ) I ] i 1
SNDS() | . E, 0.6+ | _
0 | % [
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-5/~ / |- ~ g I |
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[4] 1 2 3 4 5 ] 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
rla.u) rfa.u]

Abbildung 2.1: Schematische Skizze des Pseudopotentialkonzepts: Die atomaren

«qll-electron’—Wellenfunktionen ¥fe () = —g‘a—cr(L)Yzm (Q7) und das atomare Potenti-
al V9 (r) werden innerhalb des Rumpfradius R, durch die Pseudowellenfuntionen

o (7)) = @Yzm (97) und das Pseudopotential V7° (r) ersetzt.

In einem ersten Schritt werden die Rumpfelektronen “eingefroren” (“frozen—core’—
Naherung). In der DFT wihlt man typischerweise die Grundzustandsdichte der
Rumpfelektronen eines freien Atoms. Die Valenzelektronen bewegen sich sozusagen
in einem effektiven Rumpfpotential Vﬁ,{fnpf (7) der Atomkerne und der Rumpfelek-
" tronen. In einem zweiten Schritt sucht man eine Beschreibung der Valenzelektronen
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durch knotenlose Pseudowellenfunktionen® ¥’ (), die im Zwischengitterbereich
moglichst exakt ist und die moglichst glatt in dem Rumpfbereich hinein fortgesetzt
wird. Dies ist gleichbedeutend mit einer Ersetzung des Rumpfpotentials Vﬁ,{,’;pf (7)
durch ein glattes Pseudopotential V** (). V* (7) wird so angepaBt, daB die Pseu-
dowellenfunktionen ¥, (7) Eigenfunktionen des Pseudopotentials V?* (7) zu den
exakten Valenzeigenwerten £, der exakten Wellenfunktionen ¥,q (7) im exakten
Rumpfpotential V;{,{,Pf (7) werden. Somit werden also die tiefen Coulombpotentia-
le durch flachere Pseudopotentiale ersetzt, die Valenzelektronen im Valenzbereich
richtig beschreiben.

(Vitkmps (7)s Coaa (7), €vat) — (VP*(F), Ter(7), €0at) (2.1)

Bei numerischen Berechnungen bringt die Pseudopotentialmethode somit enorme
Vorteile:

e Die Anzahl der elektronischen Freiheitsgrade wird stark reduziert, da elektro-
nische Rumpfzustdnde nicht mehr berechnet werden.

e Ein wesentlicher Vorteil ist die Reduzierung des numerischen Rauschens, da
das Verhiltnis von typischen Energiedifferenzen und Gesamtenergie in zweier-
lei Hinsicht reduziert wird:

— In einer “all-electron”-Rechnung ist der Beitrag der Rumpfelektronen
zur Gesamtenergie erheblich gré8er als der Beitrag der Valenzelektronen.
Ein kleiner relativer Fehler bei der Berechnung des Energiebeitrages der
Rumpfelektronen kénnte somit typische Energiedifferenzen, wie sie z.B.
bei chemischen Bindungen auftreten, leicht verdecken.

— Die Pseudowellenfunktionen sind (nach Konstruktion) glatt und knoten-
los. Damit ist der Beitrag der kinetische Energie der Pseudozustinde zur
Gesamtenergie um Gréf8enordnungen kleiner als der der echten Valenz-
zusténde, da die Rumpfoszillationen beseitigt sind.

e Der wohl bedeutendste Vorteil der Pseudopotentialmethode ist die Darstell-
barkeit von Potential und Wellenfunktionen durch nichtlokalisierte Basissitze,
wie z.B. durch eine Basis aus ebenen Wellen. Diese tréigt einerseits der periodi-
schen Struktur des Festkorpers Rechnung und ist andererseits mathematisch
sehr einfach zu handhaben. Wie sich in den nichsten Kapiteln herausstellen
wird, ist die Basis aus ebenen Wellen aus diesem Grund besonders geeignet
fiir iterative Verfahren.

ZDie Indices “ps” und “ae” stehen fiir “pseudo” und “all-electron”
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2.2 Semilokale, normerhaltende Pseudopotentiale

Mit der Idee und Entwicklung von normerhaltenden Pseudopotentialen durch Ha-
mann, Schliiter und Chiang [HSC79] bzw. Bachelet, Hamann und Schliiter [BHS82]
gelang ein bedeutender Durchbruch fiir ab initio Rechnungen. Erst durch das Kon-
zept der Normerhaltung wurden Pseudopotentiale im Rahmen der DFT einsetzbar,
da die in dieser Theorie so wichtige Ladungsdichte richtig beschrieben wird.
Normerhaltende Pseudopotentiale werden in einer atomaren Referenzkonfiguration
an eine einzige selbstkonsistente “all-electron”-Rechnung angepafit. Bei Transfer
eines “Pseudoatoms” in eine andere chemische Umgebung dndern sich Ladungs-
dichten, Potentiale und Valenzenergieeigenwerte. Der Fehler, der bei dieser Ndhe-
rung gemacht wird, hingt, ebenso wie schon die “frozen—core”’-N&herung allein,
nur in 2. Ordnung von diesen Anderungen ab [vBG80, YC82]. Ursache dafiir ist,
da8 durch die Normerhaltung die Streueigenschaften des Pseudopotentials an die
des “all-electron”—Potentials angepafit werden. Dies wird durch folgende Identitst
[YC82, Eng92] gesichert:

5 (Ed;ln g(r))

Diese Variationsgleichung gilt fiir alle Losungen der radialen Schroedingergleichung:

= —#fa /ORC (6e — 6V () g* (r) dr (2.2)

r=R.

(—63 e +V(r>) o) =cg(r) (2.3

Ausgangspunkt zur Konstruktion eines normerhaltendes Pseudopotentials ist ei-
ne radialsymmetrische, atomare Dichtefunktionalrechnung der Elektronen in einer
Referenzkonfiguration bis zur Selbstkonsistenz, bei der sowohl Valenz— als auch
Rumpflektronen beriicksichtigt werden. Als Referenzkonfiguration dient meistens die
Grundzustandskonfiguration des Atoms. Der radialsymmetrische Anteil der Wellen-
funktionen wird durch die radialsymmetrischen Wellenfunktionen g; () dargestellt,
der winkelabhingige Anteil durch die Kugelfiichenfunktionen Yi, (Qr):

Uy (7 = 2 f,r) Yim () (2.4)

Fiir die Referenzkonﬁguration wird nun zu jeder radialen, atomaren Valenzwellen-
funktion3 g2 (r) zum Drehimpuls ! eine Pseudowellenfunktion g* (r) konstruiert,

welche die folgenden Bedingungen erfiillt:
3Die Indices ¢, v stehen fiir “core” bzw. “valence”, der Index v wird bei den Pseudowellenfunk-

tionen weggelassen.
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e gP° (r) ist knotenlos, stetig differenzierbar und stimmt auflerhalb eines geeignet
zu wihlenden “core-Radius” R, mit gf® (r) iiberein.

o g° (r) erfiillt die Bedingung der Normerhaltung:

[ P ar= [

Diese Pseudowellenfunktionen sind dann im ganzen Raum richtig normiert. Aus die-
sem Grund gehdrt zu den Pseudowellenfunktionen gf° (r) eine Pseudoladungsdichte
P (r) = i 7 |67 (r), die im Valenzbereich (auSerhalb von R,) mit der vol-
len Valenzladungsdichte n2® (r) iibereinstimmt und exakt die richtige Valenzladung*
Z, = [ nP* (r)dr enthilt. Die Entartung bzgl. Spin ist dabei in den Besetzungszahlen
fi der Valenzzustdnde der atomaren Referenzkonfiguration beriicksichtigt. Somit ist
sichergestellt, da die Pseudoladungsdichte n?* (r) fiir den Dichtefunktionalforma-
lismus geeignet ist. Diese Pseudoladungsdichte n?® (r) kann man dazu verwenden,
Austauschkorrelationspotentiale zu berechnen, die ebenfalls auflerhalb von R, mit
den ae—-Austauschkorrelationspotentialen iibereinstimmen. Im folgenden sind die ra-
dialen ps—Gleichungen den entsprechenden ae—Gleichungen gegeniibergestellt:

ll+1 e2Z ae ae ae
(-2 + D - S v o D) ia 0) = ema s ) 2)
ner) = () + ()
2
nge (r) ch,z g% (r)]

(O (T) = val

g @) ar (25)

gvl l

(-2 + 2 v Vb O ) = e ) @D
#0) = Sl O

Das Potential V;,; (r) ist das I-abhéngige, ionische Pseudopotential, welches fiir
die Valenzelektronen das effektive Potential von Atomkern und Rumpfelektronen
ersetzt. Vi, [n?® (7)) ist die Summe aus Hartreepotential und Austauschkorrela-
tionspotential.

Die verschiedenen Konstruktionsverfahren fiir normerhaltende Pseudopotentiale un-
terscheiden sich nur durch die Konstruktionsvorschrift fiir die Pseudowellenfunk-

tionen gf°(r). In allen modernen Verfahren werden analytische Ansitze fiir die
g7° (r)benutzt.

" *Der Faktor 47 r? aus Winkel- und Ortsintegration ist in n(r) bereits enthalten.
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Zunichst bestimmt man das volle abgeschirmte Potential

Viera (r) [0 ()] = Vign 1 (r) + Vigae [0 ()]
durch direktes Invertieren der Schrédingergleichung (2.7):

e 10+1) , &P ()

ser,d (T) =&yl — 2 gp3 (7‘) | (2.8)

Dann werden Hartreepotential und Austauschkorrelationspotential der Pseudova-
lenzelektronen abgezogen, so daB sich ein drehimpulsabhingiges, ionisches Pseudo-
potential ergibt:

Viend (1) = Vigey (r) = (Vi [0 ()] + Vae [n7° (r)]) (2.9)

Diesen Schritt bezeichnet man auch als lineares “umscreening”’. Durch Summation
iiber alle Drehimpulse ! erh&lt man schlielich ein semilokales (d.h. lokal im Radial-
teil, aber nichtlokal im Winkelanteil), normerhaltendes Pseudopotential:

Z VE, (r)P (2.10)

Dabei ist P; der Projektionsoperator auf die Drehimpulskomponente /. Dieses Pseu-
dopotential hat nun alle wichtigen Eigenschaften: Es repfoduziert per Konstruktion
in einer selbstkonsistenten Rechnung des Referenzatoms die atomaren Valenzeigen-
werte €,,; auBerdem sind die zugehorigen Pseudowellenfunktionen knotenlos, richtig
normiert und stimmen im Valenzbereich mit den richtigen Wellenfunktionen iiber-
ein,

Das Verfahren 188t sich problemlos relativistisch oder skalarrelativistisch verallge-
meinern [Eng92]. Unser Generierungsprogramm startet mit einer selbstkonsistenten,
skalarrelativistischen Berechnung des Referenzatoms. So erzeugte Pseudopotentiale
werden genauso benutzt wie nichtrelativistisch erzeugte Potentiale, enthalten aber
relativistische Korrekturen aus dem Rumpfbereich.

Bei semilokalen Pseudopotentialen “sz’eht” jede Drehimpulskomponente einer Wel-
lenfunktion ein anderes Potential Vi, ; (r). Alle VE7 | (r) zeigen das gleiche langreich-
weitige Coulombverhalten ~ — ,,Z Aus diesem Grund ist es tiblich, ein im Prinzip
frei wihlbares gemeinsames, langreichweitiges lokales Potential Vi (r) abzuspalten:

yps — Z ,mz(r)Pl
= Vzoc(r)+ZAVis" ()P (2.11)
1
AVPE(r) = Vigp (1) = Viee (7) (2.12)
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Die neuen semilokalen, l-abhangigen Potentiale AV;SZ (r) P, sind dann kurzreich-
weitig, d.h. sie sind nur im Rumpfbereich fiir # < R, von Null verschieden. Die
Drehimpulsentwicklung wird iiblicherweise bei einem maximalen [ = l,4; abge-

brochen, wobei als lokales Potential V5, ; ., (r)gewdhlt wird. Diese Naherung ist
gleichbedeutend mit Vi, (r) = Vi, .4 (r) fiir alle I > lrg,:
lma::
VP = Vie(r)+ Y AV ()P (2.13)
=0
Vie (1) = Wa:z,lma=+l (r) (2.14)

Das Pseudopotential setzt sich also aus einem lokalen Anteil Vi (r) und einem
semilokalen Anteil VST = Yoimes AV/SE (r)P; zusammen.

In unseren Rechnungen mit III-V Halbleitern ist l,0; = 1, so daf8 das d-Potential
noch exakt beriicksichtigt wird. Bei Ubergangsmetallen wird iiblicherweise Loy = 2
gewdhlt, fiir die 2p—Reihe des Periodensystems reicht iiblicherweise /e = 0. Die-
se Ndherung kann durch Beriicksichtigung weiterer Drehimpulskomponenten ! auf
einfache Weise verbessert werden.

Pseudopotentiale zu verschiedenen Drehimpulskompontenten [, die in unterschied-
lichen Referenzkonfigurationen erzeugt worden sind, lassen sich problemlos mitein-
ander kombinieren. Dies wird z.B. dann notwendig, wenn in der atomare Grundzu-

standskonfiguration fiir héhere [-Komponenten keine gebundenen Valenzzustinde
existieren.

2.3 Separable, “Kleinman—Bylander”—Pseudopo-
tentiale

Bei der Darstellung der Kohn—Scham-Gleichungen im Impulsraum miissen die Pseu-
dopotentialmatrixelemente beziiglich der Basis aus ebenen Wellen ausgerechnet wer-
den. Dariiberhinaus miissen die Zustandsvektoren der Wellenfunktionen haufig mit

der Matrix des Pseudopotentials multipliziert werden. Dies ist fiir semilokale Poten-~
tiale sehr aufwendig:

(k+ @ |avFE (Pl +G) % (21 +1) P (cos7z,0 715) (2.15)
X /oo r2dr j (IE+ G’"I r) AVSE () 4y (Ii_c'+ é‘l r)

1 o-i(F+G)F

7 (2.16)

l

<F|E+ G) .
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{2 ist das Volumen, in dem die ebenen Wellen auf 1 normiert sind (in der Anwendung
ist das die Superzelle). Das Integral aus Gleichung (2.15) ist iiber den ganzen Raum
auszufiihren.

Es sind also im Computerprogram -—G(—N-G"'—l) Matrixelemente auszurechnen und zu
speichern, wobei Nz die Anzahl der ebenen Wellen ist. Die Matrixvektormultipli-
kation skaliert mit Né. Diese ungiinstige Skalierung des Problems mit der Grofle
der Basis kann nach einer Idee von Kleinman und Bylander [KB82] durch eine
vollstdndig nichtlokale, d.h. separable Darstellung der Pseudopotentiale vermieden

werden:
lmaz
yrs V}oc("')‘*‘ZAVzKB (2.17)
=0
m=-l
AVEE = Ef2 N |tm) (tim] (2.18)
m=—1
tm| fm
Ef® = p<s:ef| l >~ (2.19)
(W (7)) B
F Zlm 4 {r
(Fltm) = —<j|—j>— = li_)'nm(QF) (2.20)
<tlm| tlm>
(Flim) = AV @) (221)
a,ref
ps,ref (7 = g?__r___o')y;m Q) (2.22)

Die U2 () sind dabei die pseudisierten Wellenfunktionen der jeweiligen Referenz-

konfiguration. Unmittelbar durch Einsetzen und unter Beriicksichtigung der Ortho-
normalitit der Kugelflichenfunktionen Yin, (€)r) ergibt sich:

(tume [T (P)) = it (o [ (7)) (2:23)

AR () = AV () (224

Die neue separable Darstellung wirkt also auf die Referenzwellenfunktionen exakt

genauso wie die alte semilokale Darstellung. Damit sind genauso alle Anforderun-

gen an ein normerhaltendes Pseudopotential erfiillt. Fiir die Matrixelemente des
“Kleinman-Bylander”-Potentials im Impulsraum ergibt sich ebenfalls eine separa-

ble Darstellung:
! - .
(F+G|avie|E+6) = B X (k+ Gltm) (tm |[F+G7)  (225)

m=-I

(F+0ltm) = ‘f;%Y,m (9%.0) [t (F+]r) s o) dr 226
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Entscheidender Vorteil dieser Transformation ist die giinstigere Skalierung mit NVg.
So sind im Computerprogram fiir die Potentialmatrix nur 2/ + 1 Vektoren der Lénge
Ng zu speichern. Die Matrixvektormultiplikationen reduzieren sich zu Vektorvek-
tormultiplikationen der Lénge Ng.

Prinzipiell 18t sich so jedes semilokale Pseudopotential AV;SL ()P, in ein separa-
bles Potential AVXE transformieren. Obwohl AVF® auf die Referenzwellenfunk-
tionen identisch wirkt wie AV;SL (r)Py, so ist die Wirkung auf beliebige Wellen-
funktionen i.a. unterschiedlich. Bei der Konstruktion von separablen Pseudopoten-
tialen ist besondere Vorsicht geboten, denn sie haben unter Umsténden ein soge-
nanntes “ghost-state’—-Problem: “ghost-states” sind zusdtzliche Zusténde mit nied-
rigeren Energien als den Valenzenergien aber mit Knoten im Rumpfbereich. Sol-
che zusétzlichen Zustdnde sind unphysikalisch, und ein separables Pseudopoten-
tial, welches “ghost—states” erzeugt, ist unbrauchbar. Dieses Problem ist aber geldst
[BK90, GKS90, GSS91, SS092).

Ergénzend sei noch erwdhnt, daB man auch die semilokalen Pseudopotentiale auf
Gridpunkten in eine separable Form “zwingen” kann [GVM89). Diese Ndherung wird
z.B. verwendet, wenn das zugehorige Kleinman—Bylander—Pseudopotential Ghost—
States erzeugt. Die Anzahl der benttigten Gridpunkte liegt dabei typischerweise
bei zehn bis zwanzig, wobei die Genauigkeit dieser Methode von der Anzahl der
verwendeten Gridpunkte abhingt. ‘

2.4 Partielle Core—Korrektur

In der Ableitung des Konzepts normerhaltender Pseudopotentiale in Kapitel 2.2
geht man implizit davon aus, daB sich die Rumpfladungsdichte n2¢ (r) und die Pseu-
dovalenzladungsdichte n*® (r) rdumlich nicht iiberlappen, denn nur dann kann man
das nichtlineare Austauschkorrelationspotential linearisieren:

Vao [ 16" (r) + 17 (r)] & Vae [n® (r)] + Vae [0 (r)] (2-27)

Dies ist Grundlage des linearen “unscreenings” (Gleichung (2.9)). Durch diese im-
plizite Linearisierung wird die Bindung {iberschétzt, d.h. Bindungsenergien wer-
den {iberschétzt und Bindungsléngen werden unterschitzt [Eng92]. Nun kann man
unméglich die volle Rumpfladungsdichte beriicksichtigen, da deren Beschreibung im
Impulsraum zu viele ebene Wellen erfordern wiirde. Nach einem Vorschlag von Louie,
Froyen und Cohen [LFC82] reicht eine partielle Rumpfladungsdichte ny. (r) bereits
aus, den nichtlinearen Beitrag der vollen Rumpfladungsdichte zum Austauschkorre-



2.4. PARTIELLE CORE-KORREKTUR 23

lationspotential zu beriicksichtigen.

e (1) = { Arsin(Br), fir (nf(r) 2 apn®(r)) bzw. (r < Ry) (2.98)

nge(r), fir (n2(r) < op.n?(r)) bazw. (r> Ry)

Aus der Forderung nach stetiger Differenzierbarkeit von ny, (r)werden die Parameter
A und B bestimmt. Mit einem einfachen Newtonverfahren 148t sich so immer eine
knotenlose partielle Rumpfladungsdichte finden. Der Parameter oy, betimmt den
Radius Ry, fiir den die Anpassung erfolgt. Ein groferer Wert fiir ¢, bedeutet einen
kleineren Radius R,. und damit eine schérfere partielle Rumpfladungsdichte 7, (r),
was deren Fourierdarstellbarkeit erschwert. In der Praxis erweist sich ein Wert von
2-3 fiir oy, als ausreichend.

- -t
o (423

(&)

radiale Ladungsdichten (aw™]

Abbildung 2.2: Schematische Skizze der
partiellen Core~Korrektur am Beispiel
~=! von Aluminium: Die volle Rumpfladungs-
4 dichte 72 (r)wird durch die partielle
Rumpfladungsdichte np. () ersetzt.

Fiir die Konstruktion der Pseudopotentiale bedeutet dies nur, dal der “unscreening’—
Schritt ( Gleichung 2.9 ) modifiziert werden muB. Die partielle Rumpfladung ist im
Austauschkorrelationspotential zu beriicksichtigen:

VEa1 (1) = Vi  (r) = (Var [0 ()] + Vae [mpe (7) £ (r)]) (2.29)

ion,

Die partielle Rumpfladung mu$ in einer selbstkonsistenten Anwendung des Pseu-
dopotentials natiirlich auch im Energiefunktional beriicksichtigt werden, was auch
Auswirkung auf die Berechnung der Hellman—Feynman—Kréfte hat. Dabel ist das

Austauschkorrelationspotential zu ersetzten:

By [n?? (7‘)] — Boe [Npe (7') + 1P (r)] (2'30)
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Kapitel 3

Explizite Darstellung der
Gleichungen im Impulsraum

Das Funktional der totalen Energie Eyy:[n] setzt sich aus der totalen elektronischen
Energie der DFT (Gleichung (1.11) bzw. Gleichung (1.43)) in der LDA und der
Coulomb-Energie der Ionenriimpfe, der Ewald-Energie Ei;on ion (3.146), zusammen.
Die totale elektronische Energie wird innerhalb der elektronischen Selbstkonsistenz-
schleife iiber Gleichung (1.35) bzw. iiber Gleichung (1.45) berechnet, die Coulomb-
Energie der Ionenriimpfe mittels Ewald-Summation (3.151). Die Pseudopotentiale
der Ionenriimpfe (2.11) bzw. (2.17) bilden das externe Potential V,,; (7). Dieses setzt
sich aus dem lokalen Potential Vi, () und einem nichtlokalen Anteil Vy; zusam-

men.

Eiuln] = To[n] + Bik[n] + Encln] + Baln] + Epeln] + Eionjon  (3.1)
Die totale Energie ist in unserem Fall die totale Energie einer Superzelle. Die Beitrige
Eox[n], Exln] und Eie, jon sind jeweils einzeln divergent, ihre Summe hat aber einen

wohldefinierten endlichen Wert (siehe unten, Kap. 3.11).
Der Hamiltonian fiir das Elektronensystem setzt sich demzufolge aus den entspre-

chenden einzelnen Beitréizgen Zusammen:
H o= = 2B+ Vioh () + Vi + Vi (7) + Voo ) (3.2)

Die Ewaldsumme F;pp ion liefert (neben der Kompensation der Divergenz) auch Bei-
trige zu den Hellman-Feynman Kraften auf die Ionen. Die Hellman—Feynman Kraft

auf das p'te Jon ergibt sich durch Ableiten des Energiefunktionals nach den Atom-
koordinaten 7, [IZCT79).
- a - - - —t
FP = "5’7:_;"Etot[n] = Flor + Fp + Fie + Flo ion (3.3)
u

25
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Obwohl generell eine Formulierung der Gleichungen im Impulsraum benutzt wird,
so werden doch einzelne Beitrdge im Ortsraum ausgewertet. So werden z.B. bei der
Berechnung des Matrixvektorprodukts 7 |¥) zwar alle Beitrige im Impulsraum
benétigt <E +G|H| \II>Q, manche Beitrige werden aber in der Ortsraumdarstellung
(F|H| ¥)q, berechnet und anschlieBend durch Fouriertransformation in die Impuls-
raumdarstellung gebracht.

Wie die einzelnen Beitrige des Hamiltonian — i.e. die kinetische Energie, die Hartree—
Energie, Austausch und Korrelation, die Ewaldsumme sowie lokales und nichtlokales
Pseudopotential — zu Gesamtenergie, Matrixvektorprodukt und Kraft im Computer-
programm ausgewertet werden, wird im nun folgenden Abschnitt erklirt. In einem
Beziehungsdiagramm am Ende des Kapitels (Seite 50) wird skizziert, welche Gréfien
im Orts— bzw. Impulsraum berechnet werden und wie diese iiber Fouriertransfor-
mation zusammenhingen.

3.1 Der Hamiltonian in der Impulsdarstellung

Wie im n#chsten Abschnitt noch deutlich wird, besitzt die Hamiltonmatrix im Im-
pulsraum folgende spezielle Struktur:

Hew (F) = (F+GHIE+G), (3.4)
2
= 1 [£ 46 5(E~ &) + Vieow (G- €
+3 Y BT, (7,G) T8 (7, G)
B Im

Der erste Summand, die kinetische Energie, ist diagonal im Impulsraum (siehe Ka-
pitel 3.5). Der zweite Summand

Vicono (G~ G) =V (G- G) + Vi (G- G) +Vee (G~ G)  (35)

ist die Zusammenfassung der Potentialanteile, die im Ortsraum lokal sind, i.e. des
Hartreepotentials Vg (siehe Kapitel 3.6), des lokalen Pseudopotentials Vi, (siehe
Kapitel 3.7), und des Austauschkorrelationspotentials V. (siche Kapitel 3.9). Die
Multiplikation dieses Anteils mit einem Blochvektor ¥; hat im Impulsraum die
Struktur einer dreidimensionalen Faltung (Konvolutionsgleichung). Der dritte Sum-
mand, das nichtlokale Pseudopotential (siche Kapitel 3.8), ist ein dyadisches Produkt
im Impulsraum.

Wir werden im folgenden Abschnitt sehen, wie fiir die Berechnung des Matrix—
Vektor—Produkts 7 |¥) diese spezielle Form der Hamiltonmatrix im Impulsraum
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explizit ausgenutzt wird:
N - 2 - - - -
(F+Gn|w;) = 2% |k+G|2 (kF+G| ) (3.6)
+ [ (E+GIF) (7 Vicons| 5)
+ XY BT, (R,.6) {1 (F.G) (F+ G w;))
& lm G

Der erste Term und das dyadische Produkt werden direkt im Impulsraum ausgerech-
net. Der zweite Term wird zuerst im Ortsraum ausgerechnet ((F [Viconw| \If,;>) und
anschlieflend mittels Fouriertransformation in den Impulsraum transformiert (siehe
auch Kapitel 3.3.2).

3.2 Superzellen und ebene Wellen

Eine Beschreibung der physikalischen Eigenschaften von Festkérpern wire prak-
tisch unmdglich, wenn nicht die Gleichgewichtsstruktur der meisten Festkorper ein
regelmdBiges Kristallgitter wire. Die kleinste Struktureinheit des Kristalls ist die
Elementarzelle. Die Aneinanderreihung der Elementarzellen fiillt den Raum liicken-
los. Dies hat zur Folge, da8 das Gitter invariant ist gegeniiber Translationen um
Strecken, die ein ganzzahliges Vielfaches der Gitterperiode sind. Dies gilt leider nur
fiir einen idealen Kristall. Der unendlich ausgedehnte, ideale Kristall kann durch die
Einfithrung periodischer Randbedingungen kiinstlich endlich gemacht werden.

In Wirklichkeit ist der unendlich ausgedehnte Kristall nur eine Idealvorstellung. Jede
Probe ist zwangsliufig von endlicher Grofle, womit die dreidimensionale Periodizitit
durch Oberflichen gestort ist. Weiterhin haben praktisch alle Festkorper strukturelle
Fehler, wie z.B. Verunreinigungen und Defekte, welche die Periodizitét storen. Solche
Stérungen sind die Ursache fiir viele physikalische Effekte, die man gerne beschreiben
méchte. Als Beispiel sei der Transistor genannt, dessen Funktion erst durch die
Dotierung ermoglicht wird.

Der gestorte Kristall 148t sich mit Superzellen beschreiben: Eine Superzelle enthilt
einen moglichst groBen Bereich des Kristalls inklusive Stérung. Durch periodisches
Aneinanderreihen dieser Superzellen erhélt man wieder einen periodischen Kristall.
Die Superzelle ist dabei moglichst gro zu wéhlen, damit Wechselwirkungen der De-
fekte mit ihren “Bildern” in benachbarten Superzellen ausgeschlofien werden konnen.
Die Vorteile einer periodischen Beschreibung des Festkdrpers werden so kiinstlich er-

' zwungen.
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Die Superzelle wird durch drei linear unabhéngige Basisvektoren &, @; und a3 auf-
gespannt. Das Volumen Q der Superzelle ergibt sich somit als Spat—-Produkt:

Q= Zil . (62 X 63) (3.7)

Man hat also die Kohn~Sham-Gleichungen (1.19) fiir ein zellperiodisches Potential
zu 16sen:

V(7) = (TaV) (F) =V (T_g) = V (7 - §) (3.8)

Der Translationsoperator 75 beschreibt eine Verschiebung um einen Gittervektor .
Gittervektoren sind alle ganzzahligen Linearkombinationen der drei Basisvektoren
@y, G und d3. Der Einfachheit halber wird eine einzige gemeinsame Schreibweise fiir
den Translationsoperator Tz benutzt, gleichgiiltig, ob er auf Operatoren, Potentiale,
Wellenfunktionen oder Ortskoordinaten wirkt.

Die durch die Superzellenbeschreibung kiinstlich erzeugte Periodizitét erlaubt nun
die Anwendung des Blochschen Theorems [Blo28]. Dieses besagt, da8 sich die Losun-
gen 9z, (7) einer Einteilchen—Schrédingergleichung zu einem gitterperiodischen Po-
tential als Blochwellenfunktionen darstelien lassen. Eine Blochfunktion ist das Pro-

dukt einer gitterperiodischen Funktion u () mit einer ebenen Welle %e“iﬁf.

WG = @) (9)
Tzu () = u(T_EF) = u(f‘—ﬁ) = u(F)

Die Blochvektoren & liegen in der ersten Brillouin-Zone, der Einheitszelle des rezi-
proken Gitters, welches durch die reziproken Basisvektoren aufgespannt wird:

= (52 X 53)

b = w2 X%) :

1 Wd’l G <) (3.10)
- (53 X 61)
By = om—3X ) :

2 7r&,1 G < 3) (3.11)
by = on X ) (3.12)

61 . (62 X 63)

Die gitterperiodischen Funktionen u (7) lassen sich in eine Fourier-Reihe von rezi-
proken Gittervektoren entwickeln:

u(F) = —\_/1_6 z@:u (é) e~iG" (3.13)

Reziproke Gittervektoren G sind alle ganzzahligen Linearkombinationen der drei
reziproken Basisvektoren 51, 52_ und 53.
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Der Raum der Wellenfunktionen ist also der Raum der komplexen, quadratinte-
grierbaren Blochfunktionen, der durch die Wahl der Superzelle festgelegt wird. Das
tibliche Skalarprodukt in diesem Raum, d.h. die Integration iiber eine Superzelle
vom Volumen 2, wird in Dirac-Schreibweise abgekiirzt:

(Flova= [ dr * @ g () (314)

Fiir die Darstellung von Eigenfunktionen und Hamiltonian im Impulsraum wird die
Basis aus ebenen Wellen mit folgender Normierung gewshlt:

(Fle+@) = —\/%e""(’?ﬁ‘@)" (3.15)
(F+G|k+E) = é /Q e G N

Die im Prinzip unendliche Fourierreihe iiber die Gittervektoren G wird bei einer end-
lichen Wellenzahl G, abgeeschnitten. Ublicherweise wird diese in Energieeinheiten
angegeben:

Eoz = h Gfm (3.16)

Die elektronischen Freiheitsgrade des unendhch ausgedehnten periodischen Festkor-
pers werden iiber die Translationssymmetrie und die Anwendung des Blochschen
Theorems auf die Eigenwertspektren fiir die Blochvektoren % innerhalb der ersten
Brillouinzone abgebildet. Deshalb fiihrt die Bestimmung der Gesamtenergie, der
Ladungsdichte oder der Krifte eines Kristalls zu einer Integration iiber die Bril-
louinzone. Diese Integration wird numerisch durch eine gewichtete Summation iiber
endlich viele, spezielle k-Punkte approximiert:

fB &k (E) = Zw,;F (3.17)

Die wy sind dabei die Gewichte der ausgewshlten E-Punkte. Dies entspricht einer Art
dreidimensionalem Trapezverfahren, wobei die speziellen E-Punkte und Gewichte wg
nach dem Verfahren von Monkhorst und Pack [PM77] bestimmt werden.

3.3 Gittersummen und Konvolutionsgleichungen

3.3.1 Gittersummen

Mehrere Anteile des Hamiltonian setzen sich aus Beitrigen der einzelnen Atome p
" zusammen, die auf den Positionen R +7, sitzen und der Atomsorte o (1) angehéren.
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Die 7, sind die Koordinaten der Atome in der Superzelle, die zum Gittervektor R
gehort. Bei der Bildung von Matrixelementen wird dann iiber das Volumen 2 einer
Superzelle integriert. Unabhéngig von der speziellen Form der atomaren Beitrige
kann die Summation iiber die Superzellen R und Integration iiber eine einzige Su-
perzelle ) durch eine Integration iiber den ganzen Raum ersetzt werden, da Bloch-
funktionen ¥3(7) (Gleichung (3.9)) Eigenfunktionen zum Translationsoperator 73
sind:

T2 = % (Tx) = R(F-F) = &5 (3.18)

L&Bt sich nun ein gittersymmetrischer Potentialoperator V als Gittersumme ¥° 5 7}317
eines Potentialoperators V darstellen, so gilt unabhingig von der speziellen Struktur
des Operators V fiir die Matrixelemente mit Blochfunktionen ¥; und &;:

(@M ), = T(%|TV| %), = Z(Ta%V|Ta%),,
R R

| I
<@E ‘fjl ‘I,E>oo = <@E IY)‘ \I’E>Z§Tﬁn % <(I’E Ivl lIIE>7'I-1-Q (3'19)

Fiir die Matrixelemente des Potentialoperators V mit ebenen Wellen ¥; = II; + @>
und &; = IE + G’ > ergibt sich damit:
Vv = Y TV (3.20)

(E+G@Vk+G'),

]

(3.21)

Durch Einsetzen der Blochfunktionen zum von ¥ = ‘ C_j> und ®; = 1 ergibt sich fiir
die Fouriertransformierte des Potentialoperators V:

(Gv), = (GV)_ (3.22)

Fiir beliebige Funktionen f () ergibt sich folgende, von der speziellen Form des
Integranden f () unabhingige Gleichung:

%/strf(f"—ﬁ)=§/Qd3r7}§f(7"')=zﬁ:[rﬁﬂd‘°’rf(f')=/°°d3rf('?) (3.23)

3.3.2 Konvolutionsgleichungen

Obwohl generell eine Formulierung der Gleichungen im Impulsraum benutzt wird,
80 werden doch einzelne Beitréige im Ortsraum ausgerechnet, und zwar immer dann,
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wenn im Impulsraum Konvolutionsgleichungen auszuwerten wiren. Sind f () und
g (7) Blochfunktionen, so nennt man Gleichungen folgenden Typs “Konvolutions-
gleichungen”:

-t —

(g0 (G) = Zg(é")f(G—G') (3.24)
(6525) (@) = Zg (@) f(G+@) (3.25)

Der Kringel “o” symbolisiert hier die Konvolutlonssummation im Impulsraum. Kon-

volutionsgleichungen im Impulsraum werden nach Fouriertransformation in den Orts-
raum diagonal:

(go ) = g@f(® (3.26)

(¢%ef)® = o*@®f@ (3.27)

Fiir eine direkte Auswertung eines Konvolutionsintegrals im Impulsraum benétigt
man N é Operationen, wobei Nz die Anzahl der ebenen Wellen G ist. Fiir die Aus-
wertung der Multiplikation im Ortsraum benétigt man jedoch lediglich Ng Opera-
tionen. Zwischen den beiden Darstellungen vermittelt eine FFT, welche zusdtzlich
Nglog (Ng) Operationen benttigt. Damit ist die Skalierung des Problems mit NZ,
die fiir grofe Systeme untragbar ist, auf eine Skalierung mit Nglog (Ng) reduziert.
Konvolutionsgleichungen im Impulsraum werden also wie folgt ausgewertet:

giag mp o [E Gen® T @on(@) gy

7(é 1012 (rop)® = (5%01) (@)

G
Analog werden werden Konvolutionsintegrale im Ortsraum, die hier durch “e” sym-
bolisiert werden, im Impulsraum diagonal:

(9o NF) = [ drg@)iF-7) (3.29)
(¢*e ) ) = / &r g* (7)) F (F+7) (3.30)
ge)(@) = 9(G)1(G) (3:31)
("9 (@) = ()1 (C) (8.32)

3.4 Wellenfunktionen und Ladungsdichte

Wie bereits erwihnt, gehoren die Eigenfunktionen ¥, () dem Raum der Blochfunk-
" tionen an, der durch die Wahl der Superzelle festgelegt wird. Fiir die Darstellung
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im Impulsraum wird folgende Konvention gewahlt:

%@ = D(FF+E) (F+6 ), = —5Xe (6)c By
G Q G
o (G) = (F+0wg), = 75 [[ere®Oru, @
(3.33)
Die Eigenfunktionen ¥z () sind orthogonal und werden im Zellvolumen Q auf 1
normiert:
(Tou| ¥5), = /st'f ¥, (O, ) =3 cf, (F)eg, (G) = 6pibo  (339)
G

Aus diesen Eigenfunktionen wird die Ladungsdichte zusammengesetzt.

n(® = 3 wpfe ¥, (¥, (7) (3.35)
kv

n(6) = X wpfp, (¢)es (G +E) (3.36)
G kv

Die wy; sind die Gewichte, die fiir die F-Integration (3.17) notwendig sind. Dabei
sind die f;, die Besetzungszahlen fiir den Zustand ¥y, . Die Besetzung erfolgt durch
eine Fermiverteilung: .

f (é‘,;u,T) = e —r (3.37)

e KT +1

Bei Systemen mit Bandgap wird in der Regel 7' = 0 gewé&hlt. Damit reduziert sich
die Fermiverteilung zu einer Stufenfunktion. Bei Halbleitern sind somit alle Zustinde
bis zur Fermienergie ¢ (die Valenzbinder) besetzt, alle Zustinde oberhalb von er
(die Leitungsbénder) bleiben unbesetzt.
Damit ergibt sich fiir die Fourierdarstellung der Ladungsdichte folgende Normierung:

@ = =>n (@) (3.38)
G

n(G) = va(G[n). = /Q d&r n (7) €7 (3.39)

b = /Qd37'n(7") = n(C-v")IG____ﬁ (3.40)

Die Ladungsdichte n (G") wird nicht {iber die Konvolutionsgleichung (3.36) aus den

Wellenfunktionen cz, (é’) berechnet. Dazu wiirde man N% Operationen pro Wellen-
funktion ¥y, bendtigen. Deshalb werden die Wellenfunktionen mittels FFT in den
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Ortsraum transformiert. Dort wird mittels Gleichung (3.35) die Ladungsdichte n (7)
berechnet. Diese wird dann mittels FFT in den Impulsraum zuriicktransformiert.

i, (G) T v, ) ) 9 T n (0) (3.41)

3.5 Die kinetische Energie

To [n(7)] ist das Funktional der kinetischen Energie wechselwirkungsfreier Elektro-
nen. Es ist im Impulsraum diagonal. Alle Beitrége werde deshalb im Impulsraum
ausgewertet. Einen Beitrag zur Kraft gibt es nicht, da die kinetische Energie nicht
explizit von den Atomkoordinaten 7, abhéngt.

Dl = @0, = Turfe (V|- oAlws), (42
- Zvi%w,; fo (F+G)’ ¢, (G)e, () (3.43)

(FITol 25,) = %Z(k +G) o, (@) (349
(k+G|To|Tg,), = (*+é)2c;,, (@) (3.45)

a 0 (3.46)

_-(_i-v:"; (T ITOI ‘I'>Q =

3.6 Der Hartree—Term

Die Hartree-Energie ist der Beitrag der Coulombwechselwirkung der Elektronen

zum Energiefunktional:

1, 3 3 , n(F)n(7')
EH[n] = -2-6 /{;d T/;od -—r'_—r’T— (347)
= -;- [ & V@] n(7) (3.48)
= 3.0 n\r )
Vel = gl = €[ & ETn )

Fiir die Fourierdarstellung des Hartree-Potentials Vi (7) wird folgende Normierung
gewahlt:
| V@) = X Va(G)e ™ (3.50)

G

. R 1 o ol
Ve (G) = '}\/5<GIVH>9 = 5 /ﬂ &3r Vg (7)™ (3.51)
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Das Hartree—Potential Vi (@) wird iiber die Poissongleichung (A.48) im Impuls-
raum aus der Ladungsdichte n(@ ) berechnet:

AVg(F) = —4we’n(F) | (3.52)
Va(@) = 522n(G) (3.5

Die Hartree—Energie kann direkt im Impulsraum ausgerechnet werden:
(U V| ®), = %Zn(é’)vﬂ(é) (3.54)

G
Fiir den Beitrag zum Matrixvektorprodukt ergibt sich:
(FIVal2g) = VH(f*)wg,, (") (3.55)
= \/_ > (z Var(G')eg, (G - G')) e F+E)" (3.56)
(F+GValTy) = X VH(G’ Jeg, (G- &) (3.57)
&

Die Konvolutionsgleichung (3.57) fiir das Matrixvektorprodukt <7"' |Vir| ¥ ,;V> wird im
Ortsraum ausgerechnet:

(cku Gg ) = ( ‘IKH (g ) D (o) 0 T (9, (@) 059

Einen Beitrag zur Kraft gibt es nicht, da die Hartree—Energie nicht von den Atom-
koordinaten T, abhéngt:

6 o
57 (¥|Va|T)o =0 (3.59)

Hartree-Energie und Hartree-Potential sind divergent, i.e. im Impulsraum ist die
G = 0~-Komponente divergent:

%n(C’i)VH(é)é_~ = %%ﬁigf (3.60)
VH(G)]G_ = é%;ﬁN,, (3.61)

Die (@ = 6)—Komponente der Hartree~Energie ist eine Konstante, d.h. sie hingt
nicht von den Wellenfunktionen und den Atomkoordinaten ab. Sie kann also hier ex-
plizit zu O gesetzt werden. An dieser Stelle wird somit auch die divergente (@ = 6)—
Komponente des Hartree—Potentials explizit zu Null gesetat:

Var(G)| 5, 0 (3.62)
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Mbglich ist dies nur, weil der divergente Beitrag der ((3 = 6)—Komponente durch
die entsprechenden divergenten Anteile des lokalen Pseudopotentials und der Ewald-
summe kompensiert wird. Dies wird in Kapitel 3.11 diskutiert.

3.7 Der lokale Anteil des Hamiltonian

Das lokale Potential Vi, () setzt sich aus den radlalsymmetnschen Beitrégen VoW
der einzelnen Atome p zusammen, die auf den Positionen R+ T, sitzen und der
Atomsorte a (1) angehoren. Die 7, sind die Koordinaten der Atome in der Superzelle
mit Gittervektor R. Gemas Kapitel 3.3.1 kann unabhingig von der speziellen Form
des lokalen Potentials die Summation iiber die Superzellen & und das Integral iiber
eine einzige Superzelle Q durch eine Integration iiber den ganzen Raum ersetzt
werden. Dabei ist folgender Beitrag zum Energiefunktional auszuwerten:

i (= (B+7))]| %), (6:63)

(O Viok (7)| T)q = ZEZ“’Jku( Fv

| LR I
(Ol (M) T), = Ty (T Vi (F- D[ ¥),,  (3.69)
Bk
) = SV (- (£47) (a5
i R
Viek (F) = ZV;"(’" ~ 7)) (3.66)

Fiir den lokalen Anteil der Pseudopotentiale wird in Orts— und Impulsraum fiir die
Fouriertransformation folgende Darstellung gewahlt:

Viek (,,7) _ Z Vlok ( ) —-iGF Z S# ( )Va(#) (G) e—-zGr (3-67)

Viok (é) = 7—— <G| Vlok) = 3 / &Br Viok (7) €7 (8.68)
= }: \/_ ( G ve (17— ¢y|)> = Z ge (G?)V;;gu) (é‘)

lz"gﬁ) (G’) = \/_ <Gl zﬁ;ﬁ”) oo / d3r a(l‘) (,r) ezGr (3.69)

5+(d) = &% (5.70)

Das lokale Potential im Ortsraum wird demnach nicht mit Gleichung (3.65) im
Ortsraum ausgerechnet, sondern iiber Gleichungen (3.68) und (3.69) im Impulsraum
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und durch Riicktransformation in den Ortsraum.
Ve ) S v, (é) 2 Vier (é) Y Vit () (3.71)

Viok (é) faktorisiert in zwei verschiedene Anteile: Zum einen sind das die Struktur-
faktoren S* (@) , die explizit von den Atompositionen 7}, abhéngen, zum andren die
gitterunabhingigen Vi3, (G) Da Vi%, (r) radialsymmetrisch ist, kann Vi3 (é) durch
ein einfaches radiales Integral ausgerechnet werden und héngt nur von G = l@ I ab:

i [ [rParva i) fur (G#9)

Ve (@) = = 3.72
©) -3 / r2dr V2, () fir (G=0) .72
(@) = T (373)

Die ebene Welle 6" wurde hier nach sphirischen Besselfunktionen j; (Gr) entwickelt
(siche Anhang A). Die Nullkomponente von V3 (é) ist das mittlere Zellpotential
von V%, (7)-

Der lokale Beitrag zum Energiefunktional (¥|# |¥),, bestimmt sich dann wie folgt:

(\P| %lok |‘II>Q = Zwl;fl?u< kv Wo(l‘)l ‘I,lw (374)

Fvp

= Z Ewkfku k G” cku ’ —é—/ d3're ¢ 0‘(}1) (T“T)
G'"@ Fvp o

= X Yoifadg, (") (@) 5 (6" - GV (6" =€)
G"G kvp

= XY wifpd, (G+G)e, (@) 5* (&) Vgt (G)
GG’ kvp

S5 (6) (@ (0 @)

Die lokale Energie kann also mit Gleichung (3.75) direkt im Impulsraum ausgerech-
net werden.
Fiir den lokalen Beitrag zum Matrixvektorprodukt # l‘P,;,,) ergibt sich:

(FIVirl Tg,), = Vi (7) ¥, (7) 76)
= Z Z %Sﬂ (c',"/) Vlzzlgu) (G’") ¢z, (G"") e_,-(;;+@,+c,.~,,);
GG #

= >, Z — ,5'# (G’) el (C;‘") e, (C'j - é‘,) e—i(F+G)F

Ger ¥
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(F+Glnlts), = SE 5 (@)l (@) e (6 -6)

G &
-

= XV ()¢, (G- &) (3.77)
G

Die Konvolutionssumme (3.77) fiir das Matrixvektorprodukt #;.x \If,;y> wird im

Ortsraum (3.76) ausgerechnet:

( ,,,ké g ) FFT ( Viok (7) ) (3.76) (Vi ¥s,) (7) EEF (V%) (@) (78

cl?u ‘I’Eu (7—')

Der Beitrag der lokalen Kraft zur Hellmann-Feynman-Kraft ergibt sich durch Ab-
leiten der Gleichung (3.75) nach den Atomkoordinaten 7). Dabei hingen nur die
Strukturfaktoren S* (é) von den 7}, ab:

—a—S”( G) =iG s (c':') (3.79)

07y

Fiir die Kraft auf das Atom mit den Koordinaten 7, erhélt man so:

Bl = ——(?: (O] Hior |T)g (3.80)
- (zzn (@) s+ (@)ve (a))
= Z-*Gn (&) s (@it (6) (3:81)
G

Die lokale Kraft kann also mit Gleichung (3.81) ebenfalls wie die lokale Energie
direkt im Impulsraum ausgerechnet werden.

3.7.1 Berechnung der Vg (@)

: . X 52
Die lokalen Potentiale Vg, (r) haben einen langreichweitigen Limes ~ —gﬁ- Da-
her konnen die radialen Integrale aus Gleichung (3. 72) nicht einfach numensch aus-

gefiihrt werden und die Nullkomponente Vg, (G - 0) divergiert sogar. Deshalb wird

ein gemeinsamer, langreichweitiger Teil V<. (r) abgespalten und analytisch behan-

delt:
Vi3, () = Vegre (7) + 8V (7) (3.82)
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Nur fiir die kurzreichweitigen 6Vi%, (r) wird die Gleichung (3.72) numerisch mittels
einer einfachen Simpson-Integration integriert:

f r2dr V&, (r)j, (Gr) fiir (C_J" # 6)
lok (G)

/ r2dr 6V, (1) fiir (é = 6)
Fiir die langreichweitigen Anteile benutzen wir ausschliefllich die in [BHS82] tabel-
lierten Core-Potentiale VZ,, (r). Sie lassen sich darstellen als die elektrostatischen
Potentiale einer positiven Ladungsdichte p%,. (r), die sich aus zwei GauSlladungs-
dichten zusammensetzt, und die positive Gesamtladung N enthilt. Damit lassen
sich die langreichweitigen V2, (r) mit Hilfe der Poissongleichung (A.48) analytisch
behandeln:

(3.83)

3
() = Neyop ()7 oot (3.89)
] z—l o
o (6) = NeYore S (3.85)
i=1
VoV (F) = 4ne? o, (7) (3.86)
=~ dne? Poore (G
Ve (G) = ——5———G§—2 (3.87)
2 Na
Ve (r) = gc erf (/agr) (3.88)
a A 47!’62 N:JZ 2 a 43%
Ve (G) = ————G—;c,e ieF (3.89)

Die (é = 6)~Komponente lim Vo (@) muf gesondert behandelt werden, da die
G~0
Grenzwerte lim V2, (@) divergieren:
G0

) = drre? 1 & ¢ 2
lim Vs, (G) = -V (@ - 2; 4—'-; +o(a )) (3.90)
Damit ergibt sich fiir die (C-;" = 6) ~Komponente des gesamten lokalen Potentials:

. - 47e? 1
imVis (G) = - (ZNS“”’) @

“

o(u) e’ o [ ¥ (3.91)
+Z (‘W; 5 (G)|“ gt Q N “ (Z 4aa(ﬂ)

+0 (Gz)
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Die divergente (é = 6)—Komponente der lokalen Energie ergibt sich dann wie folgt:

élffa Eior (G’) = hm (Zn ( ) ( )V;;",ﬁ" ) (@ )) (3.92)
47re2 NZ
- Ta e
+Z N ((w_a(p) ( G) l 47re el ( i R0 ))
r v lok @:0 0 ot 4a a(p)
+0 (G?)

Die (é = 6)-—Komponente der lokalen Energie ist somit eine Konstante, d.h. sie
ist von den Wellenfunktionen und Atompositionen unabhéngig und kann an dieser
Stelle zu Null gesetzt werden. Damit wird auch die (é = 6)——Komponente des lokalen
Potentials explizit zu Null gesetzt:

-

Vit (G) |é.__ 50 (3.93)

Der tatsichliche Beitrag, insbesondere der divergente Anteil, wird in Kapitel 3.11

diskutiert. Er wird durch die (é = 5)—Komponenten der Hartree-Energie und der
Ewaldsumme kompensiert.

3.8 Der nichtlokale Anteil des Hamiltonian

Der nichtlokale Anteil des Hamiltonian setzt sich ebenfalls aus Beitréigen der einzel-
nen Atome y zusammen, die auf den Positionen R + 7, sitzen und der Atomsorte
a (1) angehdren und kurzreichweitig sind. Die 7, sind die Koordinaten der Atome
in der Superzelle mit Gittervektor R.

Unabhingig von der speziellen Form der Potentialoperatoren v;:‘,(_,é‘) kann die Sum-
mation fiber die Superzellen R und das Integral iiber eine einzige Superzelle  nach
Gleichung (3.19) durch eine Integration iiber den ganzen Raum ersetzt werden. Fir
die nichtlokalen Potentialbeitrige ist folgender Beitrag zum Energiefunktional aus-

zZuwerten:

(T Vnz| B = ZZE“’J@( Fv l7;z+r,, a(”)I‘I,Iw> (3.94)

4 I
(¥ [VwiT),, > Y wefs (Te [TV T5) (3.95)
"
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Vnp = ZZWHT Vi) (3.96)
1
pNL = 27;-“ a(") (3.97)

Dabei ist T3 5, der Translationsoperator, der den nachfolgenden Potentialoperator

V&) ym den Vektor B + 7, verschiebt.

Im Computerprogramm sind zwei verschiedene Formen fiir das nichtlokale Potential
implementiert. Dies sind zum einen die separablen KB-Potentiale Vigp und zum
andren semilokale BHS—Potentiale Vgz, die mittels Gridpunktmethode auf eine se-
parable Form gebracht werden.

3.8.1 Die separablen KB—Potentiale

Die KB-Potentiale sind im Ortsraum separabel, d.h. sie lassen sich dort als Linear-
kombination von Projektionsoperatoren schreiben:

lmaz

Vks = 2D ZZ Z BT, [t50)) (150 (3.98)

R H =0 m=—

_;L lnaz -+l
Ver = LY Y BT |6 (6] (3.99)

B 1=0 m=-~1

a(p) - -
a t -

To i) (7) = ’—IAT%.-—,,TTﬁQYEm () (3.100)

Dabei ist Tz, in Gleichung (3.99) der Translationsoperator, der den nachfolgenden
Projektor um 7}, verschiebt. Auch im Impulsraum sind die die KB-Potentiale sepa-
rabel. Dies wird unmittelbar einsichtig, wenn man die ebenen Wellen nach Bessel-
funktionen entwickelt (siehe Gleichung (A.35)):

(+@|T 69 = i (k+G)Yim (ye) & (F+E) (3.101)
tr(E+6) = % /w drr g (r)j (& +G|r) (3.102)

(E+G|Vkslk+G), = ZZE,"““’T;;,, (.G)1s* (£.G)  (3.103)
s (k,G) = ( ) Vi (0,6) 889 (B +G) (3.104)

In Gleichung (3.104) von der reellen Darstellung Yy, der Kugelflichenfunktionen
Gebrauch gemacht (A.26).
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Der separable Beitrag zum Energiefunktional (¥] 7% |¥),, bestimmt sich dann wie
folgt:

(Vs T = 33N wefs, (Z &, (&)1t (%, é)) EX® (3.105)
By Im B G
(T (0)e (@)
&
Fiir den separablen Anteil zum Matrixvektorprodukt # '\Il,;,,> ergibt sich:

(FIVksl ¥,), = 3 (ZT;;,,* (F.G') e, ( ~,)) Ey® (3.106)

(F+GVesl W), = X 2T (5.6) B (X 10" (£,¢) 5, (é')) (3.107)

Der Beitrag der separablen Kraft zur Hellman-Feynman-Kraft ergibt sich durch
Ableiten der Gleichung (3.105) nach den Atomkoordinaten 7,. Dabei hingen die
T, (E, é) nur {iber die Strukturfaktoren S* (G) von den 7, ab (siehe Gleichung

(3.104)):
— 0

= —S Y wifa (Z iG ¢, (G)1z, (., G) | B; (3.108)

kv Im

Alle separablen Beitrige, i.e. Energiebeitrag, Matrixvektorprodukt und Kraft lassen
sich direkt im Impulsraum auswerten. Die Gleichungen lassen sich unter Benutzung

i . : H i fassen:
eines vierkomponentigen Vektors D, . wie folgt zusammentias
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DE. = (éﬁ"’?") = ‘LG,‘( zzé) (&)1 (R.G)  (3.110)

DlmEu
T4, (5,G) = 5°(G) Vim (Q00) ¥ (+G)  (3.112)
i (l;-l— C-j) = % _/;o drrif (r)] |k +@G 'r) (3.112)

Damit ergibt sich fiir die einzelnen Beitrage:
).2 v o p¥

(¥ |Vks|¥)q = ZZZwkf kvE "Dt Dimity (3.113)
By -lm B
Vs Ts) = S EE@R (3.114
(FIVks|¥z,), : Dimkw 114)
m B

1 . A A=
x S —=<Tt, (%, G) e~ (F+E)
~ V0 n (%.6)

- -t * -, -
(F+GVisl¥s), = S EWDnaTh (RG)  (3.115)

Im M

= 0 op o pk
Fep = 55 (¥ Vksl¥la) = > el B Dy, Dinr, (3.116)

Ey Im
3.8.2 Die semilokalen BHS—Potentiale

Die BHS-Potentiale sind im Ortsraum semilokal, d.h. lokal in r und nichtlokal in
den Winkelkoordinaten .

lmas
Vs = ZZZTRM (Va(” )’Pz) (8.117)
! £ K I1=0
lma;
Vsi = ST (V}a(")'Pz) (3.118)
B 1=0
T (VVPP) () = V27— )P Q) (3.119)

P, ist der Projektor auf die Drehimpulskomponente /. Im Impulsraum ergibt sich
bei Entwicklung der ebenen Wellen nach Besselfunktionen (siehe Gleichung (A.35))
folgende Darstellung;:

(F+G|T, (v W)+ &) (3.120)

- 5 @-0)FeliromEss),
- T )V (k+ G) 8% (G)Vim ( + G') (3.121)
m=-]
2
<G Lraei (B0 03 (B )
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In Gleichung (3.121) von der reellen Darstellung Yy, der Kugelflichenfunktionen
Gebrauch gemacht (A.26).

Das Integral ist leider im Impulsraum nicht separabel. Trotzdem kann der gan-
ze Ausdruck in eine separable Form gezwungen werden, indem man ausnutzt, das
numerische Integration einer Funktion immer eine gewichtete Summation der Funk-
tionswerte an endlich vielen Stiitzpunkten bedeutet. In unserem Fall ist es wichtig
mit moglichst wenig Stiitzpunkten auszukommen. Wir benutzen deshalb das Gauf—
Hermite-Integrationsschema (siehe Anhang A):

/_:d”-ﬂ "f@r) = fV:‘Isz (7;’/3) | (3.122)
/_Zdrf(r) = ;w‘N T‘Nf(i;%) (3.123)

Die Stiitzpunkte r; 5 und die Gewichte w; x liegen in tabellierter Form vor. Der Pa-
rameter (3 ist im Prinzip frei wihlbar, wird durch die rdumliche Ausdehnung der Po-
tentiale aber festgelegt. Da die Potentiale lokalisiert sind, das Integrationsgebiet also
beschrankt ist, sollte auch der duBerste Stiitzpunkt ﬁ‘% noch im Integrationsgebiet
liegen. Wir benutzten daher rdumliche Ausdehnung der tabellierten Pseudopoten-
tiale aus [BHS82), um fiir jede Atomsorte « ein §* zu bestimmen. Diese tabellierten
Potentiale haben folgende Struktur:

6

Ve(r) = 3 (A% +Biyr®) e (3.124)
=1
p* = rgl,gnﬁi’,,- (3.125)

In der Regel reichen 16-24 Stiitzpunkte aus, um die Integrale mit numerisch erreich-
barer Genauigkeit zu bestimmen. In unserem Fall braucht nur iiber die positiven
Stiitzpunkte summiert zu werden, da das Integral nur iiber r > 0 ia,uszufiihren ist
und der Integrand fiir 7 = 0 verschwindet. Dies sind N= % bzw. N = J—Vg'—l- Stiitz-
stellen, je nachdem ob N gerade oder ungerade ist.

Damit 148t sich das Integral aus Gleichung (3.121) in separabler Form darstellen:

(k+@ |7' (v““"1>,)| E+G) (3.126)
= > Y W (R.6) T (R.6)
=1 m=-] ’
I/Vlai = ,(_%_%)__ \U;%% er Iéiv Va (:}’BNE) (3127)
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T (£,6) = 5*(G)m (E+G)i (|k+G| TiN ) (3.128)

Nz

Vollig analog zum separablen Fall der KB-Potentiale lassen sich so die semiloka~
len Beitrage zu Energiefunktional, Matrixvektorprodukt und Kraft im Impulsraum
auswerten. Die Gleichungen lassen sich ebenfalls unter Benutzung eines vierkompo-
nentigen Vektors D::; % zusammenfassen:

o pi
Dh_ = (22"”) - Z(_mé) (G) 1 (F,G)  (3.129)

Imky G

Damit ergibt sich fiir die einzelnen Beitrige:

oK
(‘II ‘VSLl ‘I’)Q = Z Z Ewi;fky a(u lemkuDlmku (3 130)
Fy lmi B

(Vs ¥g,), = IZZ W D, (3.131)
mi b
% 271__1#1 (E, é‘) e—i(F+G)F

(k+GVsr|Tg,) = IZZ Wi T T (k@) (3.132)
mi KB
]

= jorpi o pik
FgL = —-57_"_ (<‘Il ‘VSLI \I’>Q) E Z wl'ifku a(”) Dimky Dimiv (3'133)

B Fy Imi

I

Von der Struktur her unterscheidet sich der semilokale Fall vom separablen nur durch
die zusdtzliche Summation {iber die Gridpunkte ;5. Deshalb ist die Benutzung
von semilokalen BHS-Potentialen auch N mal langsamer als die Anwendung von
separablen KB-Potentialen, wobei IV die Anzahl der GauS—Hermite-Stiitzpunkte
ist.

3.9 Austausch und Korrelation

Die Austausch~ und Korrelationsenergie wird in der lokalen Dichtendherung be-
schrieben:

B [npe(T) + n(7)] = f (npe(F) + n(F)) £P4 [npe(F) + n(7)]  (3.134)
1
Q

d3r
5 (11(0) +4*(0)) e (€)
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- 1 V=
€xc (G’ ) =g /9 &°r €g24 [ne(7) + (7)) 167 (3.135)
npo(G) +1(G) = /n &r (nge(F) + n(7)) 67 (3.136)
Die Austauschkorrelationsenergie wird iiber Gleichung (3.134) im Ortsraum ausge-

rechnet. n,. (7) ist die partielle Coreladungsdichte. Sie setzt sich aus den Beitrigen
der einzelnen Atome @ (i) an den Positionen 7, + R und wird im Impulsraum be-

rechnet:
npe () = 337 g (7 - (% +R)) (3.137)
Z K
= %%npc (é) C_iéF
e (G) = 3 / &r n2H) (7 - 7,) &6 (3.138)
M o0
= X5 (G)n (@)
U
(@) = 65" (E)go (€) (3.139)
e () = /oo dr n2H) (7)€ (3.140)

= 4r [ Pdrng® ()5, (Gr)
x
Der Beitrag zum Matrixvektorprodukt wird im Ortsraum ausgewertet:

. 5 )
(7| Vael U)o = [EE [n]] R (F|wg, ) (3.141)

= Vac [npe(7) + n(7))] ¥, (7)

dGLDA
Ve [0()] = 2 [n(F)] + n(F)—3:— [n(F)] (3-142)

dn

Der Beitrag zur Hellman—Feynman-Kraft auf das Atom o (i) ergibt sich durch Ab-
leiten der Austauschkorrelationsenergie nach der Atomkoordinate 7.

B [pe(7) + n(7)] héingt nur {iber die partielle Coreladungsdichte n,. (7') von de'n
Atomkoordinagen 7, ab. Deshalb gibt es nur dann einen Beitrag zur Kraft., wenn die
partielle Coreladungsdichte {iberhaupt beriicksichtigt wird. Der Kraftbeitrag kann

" im Impulsraum ausgewertet werden:
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i}

By = 77 e [npc(f‘)+n(f')] | (3.143)
= = [ @ S { P ) ()] () + )} d"m
= - /ervn ) + )] 2
= Y -GV (G) 5* (G)ngt® (G) (3.144)
G
Ve (G) = / Br Ve [npe(7) -+ n(7)] €67 (3.145)

3.10 Die Ewaldsumme

Die Coulombenergie der Ionenriimpfe bezeichnet man als Ewaldsumme:

1 zels) galw')
Biion = 342 (1-bs20) 3.146
- Z |T# (R + T ) l e ( )
= %ez z_: > ze )Za("')%%e‘ié(ﬁ‘_'?ﬂ’) (3.147)

G

Der Faktor ( =0z gir ,) schliefit identische Ionenriimpfe aus der Doppelsumma-
tion aus.

Die Ewaldsumme ist divergent. Dies sieht man unmittelbar an der Divergenz der
(C-;" = 6)—Komponente, wenn man die Summation iiber die Gittervektoren R durch
eine Summation im reziproken Gitter ersetzt (siehe Gleichung (A.41)).

Die (é = 6)—Komponente ist allerdings eine Konstante, d.h. sie hélpgt weder von den
Wellenfunktionen noch von den Atomkoordinaten ab. Sie wird durch die divergenten
Anteile von Hartree-Energie und lokaler Energie kompensiert und kann an dieser

Stelle explizit zu Null gesetzt werden:

E,-,,,,,,-,,,,(c':’)lé___ﬁ = %%—42—22 -0 (3.148)

Die Gittersumme wird aus Konvergenzgriinden mit dem Hilfsmittel der Ewaldsum-
mation A.43 teilweise im Impulsraum und teilweise im Ortsraum ausgefiihrt:

1 /
Eimion = 3¢ 3, 2°WX (7, — 7) 2°0)
w

_ %ez 72 x, , 7o) (3.149)
py
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i)
Xaw = 3 —F—_ﬂﬁl— (3.150)
By
# Tyt =TTy
4 1 —gi
?271 % e b (éﬁzﬂ') e 4 - n_;rﬁ (3.151)
erfc (77 I'Fl‘l" - fil) n
R ~ 7] (1-4,,.) BV

Die Ewaldkraft erhilt man durch Ableiten der Ewaldenergie nach den Atomkoordi-
naten 7,:

d"i‘ ( 2% ZoW) Zaly) X, ) = __622, Za(ﬁ)&% (X ) Z2®) (3.152)
= " G?
= ) = 4—52@3—G8i2£(ﬁ”"') 4 (3.153)
+ o —{2'3 ( ,,R)
S I o — RI po

X {erfc (17 |7-';,p' - ﬁl) + -\g/_% IF“”I — RI e_(ﬂ|?pu’"ﬁ|)z}

Beide Teilsummen konvergieren exponentiell. Die erste Teilsumme konvergiert expo-
nentiell mit e 7%’ die zweite mit erfc (pR) < e~"'%’, Bricht man die Summationen
bei einer relative Genauigkeit €gyqq der Summanden ab, so ergibt sich folgendes
Abbruchkriterium:

Grs
B e (3.154)

€Bwald — €

Die Teilsummationen werden dann nur bis Gpe b2W. Rmes + d () ausgefiihrt. d (Q)
ist der Durchmesser der Superzelle und wird hinzugefiigt, um den Einfluss der Ko-

ordinaten Tuw abzuschétzen:
o — B| < |R = ()] (3.155)

Der konvergenzerzeugende Faktor 7 wird so gewihlt, dal beide Teilsummmen mdglichst
gleich schnell konvergieren, d.h. ungeféhr gleich viele Summanden haben.
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3.11 Die divergenten Terme

Die (G" = 6)—Komponenten der Hartree—Energie (3.60), der lokalen Pseudopoten-
tialenergie (3.92) und der Ewaldenergie (3.148) divergieren jede fiir sich. Zusammen
kompensieren sich die divergenten Anteile. Ubrig bleibt eine nur von den Pseudopo-
tentialen abhingige Konstante, die zum Energiefunktional addiert wird:

- e Na(l‘)
B = 2 [ & (V) + ) (3.156)

Arre? 2 o(n)
- T () @) S0 (£ 25)) - e

Nur wegen dieser Kompensation ist es erlaubt, bei den Teilenergien und Potentialen,
die entsprechende (G" = 5)—Komponente wegzulassen.

3.12 Energie und Kraft im Computerprbgramm

Die Gesamtenergie pro Einheitszelle E;,; setzt sich nach Gleichung (3.1) aus einem
elektronischen Anteil und der Coulombenergie des Ionengitters Eion ion Zusammen.
Der elektronische Anteil zur Gesamtenergie

To[n] + Eix[n] + Eniin] + Egln] + Egln]

wird im Computerprogramm allerdings nicht durch explizites Ausrechnen der Ein-
zelanteile bestimmt. Vielmehr wird der in Kapitel 1.5 beschriebene Weg gewdhlt,
i.e. der elektronische Anteil der totalen Energie wird im Computerprogramm aus
Gleichung (1.45) bzw. (1.35) berechnet. Dazu sind die Ewaldenergie Epyaq (Glei-
chung (3.149)) und die von den lokalen Pseudopotentialen abhingige Konstante Ep,,
(Gleichung (3.156)) zu addieren.

Insgesamt ergibt sich fiir die totale Energie der (j)-ten Selbstkonsistenziteration:
Eun®] = 2599 4 Bppua + B, (3.157)
- 1 . -t : -
+¥1 () (EV,?)(G) ~vy 1’(c;))
é

+ / dr (’n(j) () + npc(F)> €zc [nU)(F) + nPC(F)]
- / dFn9 (7 Ve [n9=Y (7) + npe (7)]
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Wie in der Gleichung angedeutet, wird der Hartree~Anteil zur Doppelzéhlkorrektur

im Impulsraum ausgerechnet und der Austausch— und Korrelationsanteil im Orts-

raum.

Die Kraft F* ein Atom p setzt sich aus vier Anteilen zusammen, der Ewaldkraft

F% .12 (Gleichung (3.152)), der lokalen Pseudopotentialkraft F*, (Gleichungen (3.81),
der nichtlokalen Pseudopotentialkraft 7%, dh. entweder F4, (3.116) oder F¥%

(3.133)) sowie der Kraft F%, die nur durch Beriicksichtigung der partiellen Rumpf-

ladung in E, entsteht (Gleichung (3.144)):

— Py

F# = Flyuq+ Fly + Fip + FE, (3.158)
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Beziehungsdiagramm

Impulsraum: Ortsraum:

Strukturfaktoren S* (@) und Atomkoordinaten 7j:

s (@) T
lokales Potential Vj:

s (@), v (@) Vir? (7), T

Wok (é) ———— V;ok (F)
nichtlokales Potential Vir:
separabel: o il (E, ) —_ By ®) (7 ) s Ta
semilokal: Wl e (75 ) — V@),
partielle Core-Ladung n,,:

(s 6) )7

e (G) . e (F)

Beitrage zu Energie, Kraft und Hamiltonian:

ez, (G) N FFT_ g (7)
T — (F+8) ¢, (©)
Byi, Py o [VNL c,;,,] (@)
npe (G), n(G) ~—TFT n(7), ne (7)
7 ) PAEEEN
Fo Vee (@) Vee(7) Eie
+
Eg ~— Vu(G) __FFT_ ()

Eloky F‘lok ~— Vlok (é )

[Wok+H+zc cic‘,,] (C_j )«M-T— [Vi0k+H +zc‘I’i¢’y] (F)




Kapitel 4

Losung der
Kohn—Sham-Gleichungen

Méchte man die atomare Gleichgewichtsstruktur eines Systems berechnen, so zerfsllt
dieses Problem in drei Teile:

¢ Berechnung der elektronischen Struktur
e Berechnung der Krifte auf die Atome
¢ Relaxation der Atome in ihre Gleichgewichtslage

Bei Verwendung der Pseudopotential-Methode in der ebenen Wellen Darstellung
benstigt die Berechnung der Krifte und die Relaxation der Atome vergleichsweise
geringen numerischen Aufwand. Der Grund hierfiir liegt in der Unabhéngigkeit der
Basisfunktionen von den Atomkoordinaten.

Der sowohl rechenzeit- als auch speicherintensivste Schritt liegt in der Losung des
elektronischen Eigenwertproblems, i.e. in der Lésung der Kohn—Sham-Gleichungen.
Die maximal rechenbare Systemgrofe wird deshalb im wesentlichen durch die An-
zahl der elektronischen Freiheitsgrade bestimmt. Zur Beschreibung von grofieren
Systemen mit vielen Atomen pro Einheitszelle oder Atomen mit tiefen Pseudopo-
tentialen bendtigt man leicht einige tausend ebene Wellen als Basisfunktionen. Hier
stdB8t man mit traditionellen Methoden zur Losung der Kohn-Sham-Gleichungen an
die Grenzen der Leistungsfahigkeit moderner Computer.

Einen Ausweg zeigten 1985 Car und Parrinello [CP85], als sie gleichzeitig drei Ver-
besserungen prisentierten, um sowohl Rechenzeit und als auch Speicherplatz zu

' Sparen:

51
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¢ Einfiihrung von iterativen Methoden zur Lésung des elektronischen Eigenwert-
problems

o gleichzeitige Berechnung der elektronischen und ionischen Freiheitsgrade

e Einfiihrung der Fast-Fourier—Transformation (FFT) zur Berechnung der Pro-
dukte aus Hamiltonian und Wellenfunktionen

Diese Neuerungen haben der Pseudopotentialmethode véllig neue Problemstellungen
guginglich gemacht.

4.1 Traditionelle Bandstrukturmethode

Bei der klassischen Methode zur selbstkonsistenten Losung der Kohn—Sham~Gleich-
ungen (4.1) startet man mit einer geratenen Startladungsdichte ng (), um aus ihr
das Startpotential V,z¢[no ()] zu konstruieren.

(—a;é + mff[n(f)l)w) = () (4.1)

Diese Startladungsdichte kann in unserem Programm entweder aus iiberlagerten
Gauflladungsdichten oder aus atomaren Valenzladungsdichten, welche jeweils an den
entsprechenden Atomorten lokalisiert sind, konstruiert werden. Nach der Berechnung
des effektiven Potentials folgt die Berechnung der Matrixelemente des Hamiltonian in
ebener Wellen Darstellung, oder anders ausgedriickt die Berechnung der Hamilton-
Matrix im reziproken Raum.

Aus der Hamilton-Matrix gewinnt man durch Diagonalisierung die Einteilchenener-
gien und Wellenfunktionen im reziproken Raum. Aus den Wellenfunktionen wird
wiederum eine neue Ladungsdichte berechnet, aus der man schliellich ein neues ef-
fektives Potential bestimmen kann usw.. In der Praxis konvergiert dieses Verfahren
jedoch nicht, soda8 entweder die alte und die neue Ladungsdichte, oder alternativ
altes und neues Potential, “gemischt” werden miissen (siehe Kapitel 5).

In der traditionellen Bandstrukturmethode werden zur numerischen Bestimmung
der Eigenwerte und Eigenvektoren' der Hamilton-Matrix Standard—Routinen zur
Diagonalisierung beliebiger hermitescher Matrizen verwendet. Diese stehen auf allen
Rechnern in Standard-Bibliotheken zur Verfiigung (LAPACK, etc.)

!Die Begriffe Eigenvektoren, Eigenzustéinde und Wellenfunktionen werden in diesem Kapitel
synonym benutzt.
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Die traditionellen Methoden haben jedoch den Nachteil, da8 sie wegen ihres ungiinsti-
gen Skalierungsverhaltens nur fiir relativ kleine Systeme anwendbar sind. So steigt
der bendtigte Speicherplatz quadratisch mit der Anzahl Ng der ebenen Wellen an,
da die Hamilton-Matrix explizit aufgebaut werden muf. Die Rechenzeit steigt sogar
kubisch mit der Anzahl der ebenen Wellen. Aus diesem Grund sind direkte Verfah-
ren nur fiir Nz X Ng—Matrizen bis zur Gré8enordnung Nz ~ 1000 einsetzbar. Der
sinnvolle Einsatzbereich fiir die traditionelle Methode liegt in unserem Programm
erfahrungsgemaf bei Matrizen bis zur Gréfle Ng =~ 400 — 500.

Um einerseits Systeme mit einigen tausend ebenen Wellen berechnen zu kénnen, an-
dererseits aber sehr wohl die spezielle Struktur des Hamilton~Operators in ebener
Wellen Darstellung auszunutzen, bedient man sich iterativer Methoden zur Ma-
trixdiagonalisierung. Die zu Grunde liegende Idee der in dieser Arbeit verwendeten
Verfahren soll im folgenden Unterkapitel kurz erldutert werden.

4.2 Iterative Diagonalisierung

Die zentrale Grofe der Dichtefunktionaltheorie ist die Ladungsdichte n (). Sie wird
durch die besetzten Eigenzustinde des Hamiltonian aufgebaut. In der vollstindig
delokalisierten ebene Wellen Basis sind relativ viele Basisfunktionen zur Beschrei-
bung der Wellenfunktionen erforderlich. Tatséichlich werden aber nur sehr wenige
Eigenwerte und Eigenfunktionen benétigt. So bendtigt man z.B. fiir die Beschrei-
bung der Valenzelektronen von Si etwa 150 ebene Wellen pro Atom, wohingegen
nur die zwei niedrigsten Eigenzustinde? pro Atom besetzt werden. Eine vollstindi-
ge Diagonalisierung des Hamiltonian ist daher nicht notwendig. Man benétigt ein
Verfahren, mit dem man auf moglichst schnelle und speicherplatzsparende Art und
Weise die untersten 2 — 10% der Eigenwerte ¢, und Eigenvektoren |3),) bestimmen
kann. Fiir diese Problemklasse werden i.a. iterative Methoden zur Matrixdiagonali-

sierung verwendet.
Die iterativen Verfahren haben folgenden Verlauf:

e “Raten” der Startvektoren |¢,,)(°)
e Berechnen der Matrix—Vektor—Produkte I’r’-tz,b,,)(j) =H Wu)m

€) i
e Konstruieren von Korrekturvektoren lz/),’j"’ "> " aus den [’Ht/),,)(J ) und Test auf

Konvergenz

%in einer nicht spinpolarisierten Rechnung
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e Berechnen neuer Startvektoren Igb,,)(j"'l) fiir die n&chste Iteration

Die rechenzeitkritischen Schritte dieser Verfahren sind die Matrix—Vektor-Produkte
und die Konstruktion der Korrekturvektoren, da hier i.a. eine Orthonormierung der
Korrekturvektoren erforderlich ist.

Wie in Kapitel 3 gezeigt wird, zerféllt die Hamiltonmatrix (und damit auch die
Matrix—Vektor-Produkte) in drei Teile, den kinetischen Anteil, das lokale und das
nichtlokale Potential:

Hirgire = E+ )55 +Via(G - G)+ V(b +GE+F)  (4.2)

Insgesamt sind Matrix—Vektor—Produkte fiir alle Ny, Zustinde auszufiihren. Die
einzelnen Beitrige zu jedem Matrix—Vektor-Produkt skalieren zusétzlich wie folgt:

e Die Anwendung des kinetischen Anteils auf eine Wellenfunktion erfordert, da
er diagonal im reziproken Raum ist, Nz Multiplikationen. '

e Das lokale Potential Vo ist diagonal im Ortsraum und wird aus diesem Grund
dort mit den Wellenfunktionen multipliziert. Der zeitdominierende Schritt ist
dabei die FF'T des Potentials und der Wellenfunktionen in den Ortsraum und
die Riicktransformation der Matrix—-Vektor-Produkte in den reziproken Raum.
Insgesamt skaliert dieser Teil wie die FFT mit Nzlog Ng.

e Die Multiplikation des nichtlokalen Pseudopotentials Viyz, mit den Wellenfunk-
tionen wird im reziproken Raum ausgefiihrt. Fiir KB-Potentiale wird die Re-
chenzeit hierbei proportional zur Anzahl der ebenen Wellen Ny, zur Anzahl
der Atome N, pro Einheitszelle und zur Anzahl der Drehimpulskomponen-
ten (lnez + 1)%. Fiir semilokale Pseudoptentiale kommt noch eine zusitzliche
Skalierung mit der zur Darstellung des Potentials erforderlichen Anzahl der
Gaufi-Hermite-Integrationsstiitzstellen Ngg hinzu.

Die Orthonormierung skaliert hingegen mit N2, Ns.

Je nach Verhéltnis der zu berechnenden Zustéinde N, zur Anzahl der ebenen Wel-
len Nz wird relativ mehr oder weniger Rechenzeit fiir die Orthonormierung oder
fiir die Berechnung der Matrix-Vektor-Produkte |[#4),)Y) = % |,)) benstigt. Mit
wachsender Zustandszahl Ny, dominiert die Orthonormierung, bei vielen ebenen
Wellen Ng dominiert die Berechnung der Matrix~Vektor-Produkte. Dieses unter-
schiedliche Skalierungsverhalten der Rechenzeit sollte man im Auge behalten, wenn
man das zu berechnende System vergrofiert.
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Eine weitere spezielle Eigenschaft der iterativen Verfahren kommt unserer Problem-
stellung sehr entgegen. Ausgehend von den “geratenen” Startwellenfunktionen fiir
die verschiedenen Zustinde werden die Eigenwerte und Eigenfunktionen sukzessi-
ve von Iteration zu Iteration verbessert. Startet man nun mit einer “geratenen”
Ladungsdichte, so macht es wenig Sinn, die zu dieser Ladungsdichte gehorigen Ei-
genfunktionen genau auszukonvergieren, da man i.a. noch weit von der Selbstkon-
sistenz entfernt ist. Die iterativen Verfahren erlauben es nun, die Wellenfunktionen
nur soweit auszukonvergieren, wie es der Giite des Potentials bzw. der Ladungs-
dichte entspricht. Zus#tzlich kann man die approximierten Losungen der Kohn-—
Sham—Gleichungen des einen Selbstkonsistenzschritts als gute Startvektoren fiir die
Matrixdiagonalisierung im nichsten Selbstkonsistenzschritt verwenden. Die Genau-
igkeit der Eigenwertbestimmung und die Selbstkonsistenz der Ladungsdichte werden
also sukzessive simultan erreicht. Die Anpassung der Genauigkeit der Matrixdiago-
nalisierung an die gerade erreichte Selbstkonsistenz erlaubt erhebliche Rechenzeiter-
sparnisse.

Die Einzelheiten des in dieser Arbeit verwendeten Davidson-Kosugi-Algorithmus
[Dav75, Kos84, Ric93] werden im nun folgenden Abschnitt erliutert.

4.3 Der Davidson-Kosugi-Algorithmus

Das hermitesche Eigenwertproblem 138t sich auf ein Optimierungsproblem abbilden.
Eine zentrale Rolle spielt dabei der Rayleigh—Quotient:

_ W) ,

Der Rayleigh—Quotient ist der Erwartungswert des Hamiltonian, i.e. der Erwar-
tungswert der Energie, fiir den Zustand |¢) und ist fiir Eigenl6sungen [%,) zum
Hamiltonoperator 7 stationdr. Der Rayleigh-Quotient iibernimmt somit die Rolle

der Zielfunktion des Optimierungsproblems.
Ist man in der Lage den Gradienten einer Zielfunktion zu berechnen, so werden

zur Optimierung i.a. Gradientenverfahren verwendet. Der Gradient gibf; an einefn
beliebigen Punkt die Richtung des steilsten Anstiegs an, soda$ man sich a.uf ein
Minimum oder einen Sattelpunkt zubewegt, solange man dem negativen Gradleflten
folgt. Nach einer kurzen Rechnung erhdlt man fiir den Gradienten des Rayleigh—

Quotienten:

‘ép_[j/)_]> _ 2[RWD (4.4)
& [
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R = (A —plY]) [¥) (4.5)

Durch das Residuum |R[%]) ist die Richtung des Gradienten festgelegt und damit
die Korrekturrichtung.

Das einfachste Verfahren, immer dem negativen Gradienten zu folgen, um die Ziel-
funktion zu minimieren, konvergiert sehr schnell fiir isotrope Minima. Es wird je-
doch zunehmend schlechter, je anisotroper das Minimum ist. Anschaulich bedeutet
dies fiir den zweidimensionalen Fall: Das Verfahren konvergiert schlecht in langen,
schmalen Tilern. Einen Ausweg bietet die Prékonditionierung;:

In der Umgebung eines Eigenvektors |1);,) und Eigenwerts ¢;, 148t sich das Residuum
linearisieren:

R, +39]) = (A — &) [69) + O ((6%)°) (4.6)

Wegen Gleichung (4.6) wird das Residuum |R[t]) mit einer geeigneten Approxima-
tion der Matrix (H — p[#])™", dem “Prikonditionierer”, multipliziert, um zu einer
besseren Korrekturrichtung |0¢) zu gelangen.

Unser Hamiltonian ist im reziproken Raum diagonal dominant, d.h. mit zunehmen-
dem Abstand zur Diagonalen werden die Matrixelemente kleiner. Dies liegt in erster
Linie am quadratischen Anstieg der Diagonalelemente des Hamiltonians ~ (l—c' -+ @) )
welcher von der kinetischen Energie herriihrt. Daher verwenden wird die invertier-
te Diagonale der Matrix (#H — p[¢]) als Prakonditionierer. Dieser Prikonditionierer
erfordert keinen Mehraufwand an Speicherplatz. Der zusétzliche Rechenzeitbedarf
ist vernachldssighar. Insgesamt ergibt sich somit fiir die Fourierkoeffezienten des
Korrekturvektors die folgende Gleichung:

korr () _ = Pl¥el0se —Higa)
C (G) = z::; (Pl¥s] — i ca ¢ (G) (4.7)
Der Index fiir den k—Vektor wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit im folgenden
weggelassen, da die Lésung des Eigenwertproblems fiir jeden £E-Punkt separat er-
folgt. |

Hat man einen Korrekturvektor konstruiert, so stellt sich die Frage wie man aus
Startvektor und Korrekturvektor zu einer neuen, verbesserten Approximation des

Eigenvektors kommt. Die einfachste Methode w3re, den Korrekturvektor auf den
Startvektor zu addieren:

)90 = 14,) + )P (48)

Dies hat jedoch den Nachteil, da# man hiermit eine willkiirliche Schrittweite o
einfiihrt.
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Eine wesentlich bessere Methode ist es, die Hamiltonmatrix in dem (2 X Niigte)—
dimensionalen Raum zu diagonaliseren, der von den N, Startvektoren und den
Ntate Korrekturvektoren aufgespannt wird. Dies kann einerseits dadurch geschehen,
daB man mittels Gram-Schmidt—Verfahren aus den Start- und Korrekturvektoren
eine Orthonormalbasis konstruiert, die Matrixelemente des Hamiltonoperators bzgl.
dieser Basis berechnet und diese Matrix schliellich diagonalisiert. Andererseits kann
der Orthonormierungsschritt auch vermieden werden. Dies fiihrt wegen der fehlen-
den Orthogonalitit der Basisvektoren zu einer Uberlappmatrix und somit zu einem
verallgemeinerten Eigenwertproblem. In unserem Programm ist die erste Methode
implementiert.

Unsere Methode hat ihren Ursprung im Davidson—Algorithmus [Dav75], der jedoch
nur fiir die Berechnung eines einzelnen Eigenwertes und Eigenvektors konzipiert war.
Im Davidson—Algorithmus startet man mit einem geratenen Eigenvektor, berechnet
den Korrekturvektor und diagonalisiert die Matrix in dem durch diese Vektoren
aufgespannten Unterraum. In den folgenden Iterationen wird dem Unterraum suk-
zessive jeweils ein Korrekturvektor hinzugefiigt und die Matrix in dem neuen, gréfie-
ren Raum diagonalisiert. Spdtestens wenn man nach N Iterationen den gesamten
Vektorraum aufgespannt hat, ist das Eigenwertproblem konvergiert. Die Erfahrung
zeigt jedoch, dafl die Eigenwerte deutlich schneller konvergieren.

In vielen Problemstellungen benétigt man jedoch nicht nur einen Eigenwert. Aus
diesem Grund wurde der Davidson—Algorithmus von Liu [Liu78] zu einem Block-
Davidson—Verfahren verallgemeinert. Im Gegensatz zum Davidson—Algorithmus star-
tet man hier mit Ng,:. Startvektoren, also fiir jeden Eigenwert einen. Zusatzlich wird
in jeder Iteration fiir jeden Eigenwert ein Korrekturvektor hinzugefiigt. Dies hat zur
Folge, dafl die Dimension des Unterraums in jeder Iteration um die Zahl Ny
wachst. Dieses “Aufblihen” des Unterraums fithrt sehr schnell zu Speicherplatz—
und Rechenzeitproblemen.

Einen Ausweg bietet der Kosugi—-Algorithmus [Kos84]. Die Gro8e des Unterraums
Nyup wird zu Beginn gewihlt und anschlieBend festgehalten. Der Kosugi~Algorithmus
ist wie der Liu—Davidson—Algorithmus zur Berechnung von Ny, Eigenwerten be-
stimmt. Auch hier startet man mit Ny, “geratenen” Startvektoren und fiillt die
Ngp—dimensionale Basis mit Einheitsvektoren auf. Wahrend der Iterationen wird zu
jedem Startvektor jeweils ein Korrekturvektor berechnet. Somit werden die Einheits-
vektoren nach und nach durch Korrekturvektoren ersetzt. Sind alle Einheitsvektoren
ersetzt, werden die jeweils &ltesten Korrekturvektoren ausgetauscht.

Der in unserem Programm implementierte Kosugi—Algorithmus hat somit folgenden
" Verlauf:
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1. Imitialisierung:

(a) Berechne im ersten elektronischen Selbstkonsistenzschritt die Startwellen-
funktionen |¢,)(°) und Starteigenwerte £ durch Diagonalisierung einer
niedrigdimensionalen Unterraummatrix des Hamiltonian #. In unserem
Fall sind dies die niedrigsten Fourierkomponenten # 55, des Hamiltonian
— typischerweise Nj,; ~ 500. _

Sonst nehme die Wellenfunktionen |¢,) aus dem letzten Selbstkonsistenz-
schritt und berechne die Starteigenwerte® e = (1, % |1h,)

(b) Besetze die Niorr = Nyup — Nitate Korrekturvektoren |1[:,’§°"> im rezipro-
ken Raum mit Einheitsvektoren (ko™ (@ ) = 6@,@N“m+“).

2. Iteration:

Die N;me Eigenvektoren Igb,,)(j) und die Ngor» Korrekturvektoren I’t,b,’i""") bil-
den eine Orthonormalbasis {|len),m =1... Ny} eines N, ~dimensionalen
Unterraum des reziproken Raumes.

(a) Berechne die Residuen IR[¢9)]> = (’H - a,(,j)) |4,)¥) und teste auf Kon-
vergenz. Berechne dazu die Norm der Residuen ||R[4{)]||. Wenn die je-
weilige Norm unter einer vorgegebenen Schranke liegt, ist der zugehorige
Eigenvektor konvergiert.' Markiere die konvergierten Wellenfunktionen.
Falls alle Wellenfunktionen konvergiert sind, fahre fort mit (2e).

(b) Berechne zu den noch niclht konvergierten Zusténden die neuen Korrek-
turvektoren (D% - a,(,j)) lR[z/z,‘,j)D, wobei Dy die Diagonale der Hamil-
tonmatrix H ist. Ersetze die dltesten Korrekturvektoren Izbl’i‘”’) durch die
neuen.

(c) Konstruiere aus den Eigenvektoren [1,)) und den aktuellen Korrek-
turvektoren ‘al),’i‘”' '> eine neue Orthonormalbasis {|e,,),m =1... Nyp}.
Dazu miissen die neuen Korrekturvektoren auf die alten Eigenvektoren
14,)¥) und auf die nicht in (2b) ersetzten Korrekturvektoren orthonor-

miert werden.
(d) Diagonalisierung die Unterraummatrix (e, |#|en):

Noup

Z {enlH|em) Crun = €nCiin

m=]

®Die Eigenwerte aus dem letzten Selbstkonsistenzschritt werden nicht genommen, da sich der
Hamiltonian # von Selbstkonsistenzschritt zu Selbstkonsistenzschritt sndert.
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Die Koeffizienten bzw. Eigenvektoren C,,, werden zur Bestimmung der
neuen approximierten Eigenvektoren lzp,,)(’"'l) benutzt:

. Nsub
l"pll)(]-‘-l) = Z Cmv lem) s V=T1.Ngate
m=1
Falls die vorgegebene maximale Anzahl an Iterationen noch nicht erreicht
ist, fahre fort mit (2a).

(e) Normiere die Wellenfunktionen |t,), um Ladungsneutralitit sicherzustel-
len.

Fiir den Kosugi—Algorithmus gibt es in unserem Programm im wesentlichen zwei
Einsatzbereiche: Zum einen die Diagonalisierung des Hamiltonians innerhalb der
Selbstkonsistenzschleife, und zum anderen die Bestimmung der Eigenwerte und Ei-
genfunktionen zu einer vorgegebenen festen Ladungsdichte im Rahmen von Band-
strukturrechnungen. Je nach Verwendungszweck haben sich unterschiedliche Strate-
gien fiir den Kosugi—Algorithmus bew&hrt:

Innerhalb des Selbstkonsistenzzyklus hat sich 2 X Nygze bis 3 X Nizape als optimale
Unterraumgréfie N,,, bewdhrt. Drei bis fiinf Davidson—Iterationen pro Selbstkonsi-
stenzschritt haben sich als sinnvoll herausgestellt, um Konvergenz der Eigenwert-
bestimmung und Selbstkonsistenz der Ladungsdichte simultan zu erreichen. Diese
Parameterwahl liefert i.a. eine — bezogen auf die Rechenzeit — schnelle Konvergenz.
Bei der Berechnung der Eigenwerte zu einem fest vorgegebenen Potential ist man
an einer schnellen numerischen Konvergenz der Eigenwerte, d.h an einer Konver-
genz mit moglichst wenig Davidson—Iterationen, interessiert. In diesem Fall muf} das
Eigenwertproblem einmal sehr genau geldst werden. Méchte man also die Eigen-
werte zu einer festen Matrix moglichst genau bestimmen, so ist es vorteilhaft den
Unterraum fiir den Kosugi-Algorithmus moglichst gro8 zu wihlen. Mit Riicksicht
auf die wachsenden Speicherplatzerfordernisse und die mit der Unterraumdimension
kubisch anwachsende Rechenzeit hat sich als Unterraumgrofie N,y ein Wert von ca.

2 X Ngtatc biS 4 X Natate bewahl‘t.
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Kapitel 5

Minimierung des
Energiefunktionals

Eine sehr allgemeine und immer wiederkehrende Problemstellung in der Physik ist
die Minimierung eines Funktionals, in unserem Fall die Minimierung des DFT-
Energiefunktionals in der LDA-N&herung. Das Funktional der totalen Energie hat
zwei grundsdtzlich verschiedene Arten von Freiheitsgraden:

e die elektronischen Freiheitsgrade, i.e. die Wellenfunktionen ¥, (7)
e die ionischen Freiheitsgrade, i.e. die Atomkoordinaten 7,

Wir suchen das Energieminimum in zwei Schritten:

1. Zuerst werden die elektronischen Freiheitsgrade relaxiert, d.h. das Energie-
funktional wird bei festen Atompositionen 7, bzgl. der Wellenfunktionen ¥y, (7)
minimiert:

By [7u] = {‘I{;i(l})} Erpa 7 U, (7)] (5.1)
Dies ist gleichbedeutend mit der Bestimmung der LDA-Grundzustandsenergie
durch selbstkonsistente Berechnung der Grundzustandsladungsdichte 7o (7)
bzw. des Grundzustandspotentials V; () = V [ro (7).
Der im Computerprogramm implementierte Algorithmus zur Losung der Schrs-
dingergleichung definiert eine Abbildung n (¥ ) = F {n(F)} wie folgt:

F{n(F)} = Sonfa [ O

PV} = VIF @

( V] ) ) (?tlI'_=_§‘I’) {\pfc’u () ’El'c'v} —
(5.2)

n(7)]

61
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F {n(#)} ist die Ladungsdichte, die von den Eigenfunktionen {III,;V (7) ,s,gy}
zum Potential V [n (7*)] aufgebaut wird. F {V [n ()]} ist das zu dieser La-
dungsdichte gehorende Potential. Die Grundzustandsdichte ng (¥) bzw. das
Grundzustandspotential V; () sind dann Fixpunkte der Abbildung F {n}
bzw. F{V}, die es zu bestimmen gilt. Die Fixpunkte sind auch Nullstellen
der Funktionale F {n} bzw. F {V}:

F{no} = F{no} — Ny = 0

FVia} = FVind}-Vin = 0 63

2. Im zweiten Schritt wird eine atomare Strukturrelaxation durchgefiibrt, d.h. die
LDA-Grundzustandsenergie wird bzgl. der Atomkoordinaten 7, minimiert:

Etot = min Eo [7-';‘] (54)
{7}

Das Auffinden von Extremwerten bzw. Sattelpunkten des Energiefunktionals
beziiglich der Atomkoordinaten 7, ist gleichbedeutend mit dem Auffinden von
Nullstellen der Hellman—Feynman—Krafte:

F{} = —E‘;Eo (7] (5.5)

Fir} = 0 (5.6)
7 ist eine Abkiirzung fiir die Gesamtheit aller Atomkoordinaten {7y, -+, 7, -},
Tp ist der Vektor 7, der zum Energieminimum fiihrt, d.h. der Vektor der Gleich-
gewichtskoordinaten.

n(7) bzw V (7) sind im Computerprogramm auf endlich vielen Stiitzpunkten de-
finiert. So definiert Gleichung (5.3) ein Ng~dimensionales nichtlineares Gleichungs-
system, dessen Nullstellen es zu bestimmen gilt. Gleichung (5.6) definiert ein nicht-
lineares Gleichungssystem der Dimension Nz, wobei N die Anzahl der ionischen
Freiheitsgrade, i.e. der Atomkoordinaten, bedeutet. Es sind ebenfalls die Nullstellen
dieses Gleichungssystems zu bestimmen.

Von diesem Standpunkt aus betrachtet, sind die Bestimmung des elektronischen
Grundzustands ng (7) bzw. V5 () und die Bestimmung der atomaren Gleichge-
wichtsstruktur 7 gleichartige Probleme. Es sind jeweils die Nullstellen no (7) oder
Vo (7), bzw. 75 einer hochdimensionalen nichtlinearen Abbildung F {n}, ¥ {V'} bzw.
F {7} zu bestimmen. Funktional und Fixpunkt werden im folgenden durch F {z},
F {z} und z, abbekiirzt, die Dimension des Gleichungssystems mit N.

F{z} = F{z}-= (5.7
Flze} = Fiz}—2z = 0 (5.8)
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Die Nullstellen hochdimensionaler nichtlinearer Gleichungssysteme werden in der
Regel iterativ bestimmt. Das einfachste Verfahren, stabil aber langsam, ist das so-
genannte “simple mizing”. Es konvergiert linear.

Ist man in der Lage, die Jakobi-Matrix J {z} = £ F {z}, bzw. die inverse Jakobi-
Matrix [J {«}]™! zu berechnen, so bietet sich die Methode nach Newton-Raphson
an. Der grofite Vorteil dieser Methode ist ihre quadratische Konvergenz. Nachteilig
ist der geringe Konvergenzradius und die Tatsache, dafi der Jacobian J invertiert
werden mufl. Der dafiir benétigte numerische Aufwand skaliert mit N3.

In unserem Fall ist man nicht in der Lage, den Jacobian bzw. den inversen Jacobian
mit vertretbarem numerischen Aufwand zu berechnen. Im Fall der elektronischen
Selbstkonsistenz ist die Abbildung F nicht bekannt. Ein numerisches Ausrechnen
bzw. Invertieren der Jacobi-Matrix eriibrigt sich schon wegen der Hochdimensiona-
litst (Ng ~ 10%) des Jacobian. Im Fall der atomaren Strukturrelaxation (N7 ~ 107)
wéire es zwar prinzipiell moglich, den Jacobian zu invertieren, aber der numerische
Aufwand fiir die Berechnung der einzelnen Matrixelemente ist extrem hoch. Dies ist
im allgemeinen nicht mehr tragbar. Daher bieten sich hier Quasi-Newton—Verfahren
an, welche die Nullstelle zo und den inversen Jacobian J~! simultan iterativ be-
stimmen. Auch Quasi-Newton—Verfahren konvergieren wie die Newton—-Raphson—
Methode superlinear, haben jedoch im allgemeinen einen grofieren Konvergenzradius
und vermeiden die Invertierung des Jacobian J.

Lineare, superlineare und und quadratische Konvergenz ist wie folgt definiert:

. (Sa;(m"l‘l)

e lineare Konvergenz: 52| <  const. (5.9)
§p(m+1)

e superlineare Konvergenz: 1520m] - 0 (5.10)
Sxp(m+l)

e quadratische Konvergenz: ek < const. (5.11)

Dabei ist §z™ = 2™ — 7o der Abstand der (m)-ten Iteration z(™ vom Fixpunks

Zo.

Einen guten Uberblick iiber verschiedene Optimierungsmethoden findet sich in [Fle87].

5.1 “simple mizing”

Die Abbildung F {z} ist so etwas wie eine treibende Kraft in Richtung auf die Null-
stelle zo. Damit bietet sich zwanglos ein einfaches iteratives Verfahren zur Nullstel-
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lenbestimmung an, indem man den Vektor £(™ in Kraftrichtung F {x(m)} korrigiert:
oD = gt 4 F Lz} = F {z™]} (5.12)

Dieses Verfahren ist aber in der Regel nicht konvergent, kann aber sehr leicht kon-
vergent gemacht werden:

2™ = o) 4 oF {5} = (1 - a) 2™ + oF {z(™} (5.13)

Diese Methode bezeichnet man als “simple mizing” und ist fiir hinreichend klei-
ne Mixingparameter o sicher konvergent. Allerdings konvergiert diese Methode nur
linear. Aus dem zweiten Teil von Gleichung (5.13) geht hervor, da8 mit dem Mixing-
parameter « der alte Vektor z(™ und der neue Vektor F {m(m)} gemischt werden.
Aus dem ersten Teil der Gleichung wird klar, da8 es sich bei o um eine Art “line-
search”~Parameter lingst der Kraftrichtung F {m(m)} handelt. Beide Sichtweisen
sind dquivalent.

Im Fall der elektronischen Selbstkonsistenz, i.e. “Ladungsdichtemischen” oder “Po-
tentialmischen”, sind nur Werte von (0 < @ < 1) sinnvoll. Im Fall der atomaren
Strukturrelaxation ist o eine Schrittweite lingst der Kraftrichtung F. Dort sind
auch andere Werte sinnvoll.

5.2 Die Newton—-Raphson—Methode

Kennt man den Jacobian J {z}, so kann man die Abbildung F {z} um den Vektor
der (m)-ten Iteration z(™ linearisieren. Ein verniinftiger Ansatz fiir den Vektor

der nichsten Iteration z(™+) ergibt sich aus der Forderung nach Verschwinden der
linearisierten treibenden Kraft F {a:(m"’l)} an der Stelle z(™+1);

F{a™v} ~ F {«™}+ 7 {=t™} (e —gtm) = T (5.14)
=  gmt) _ gm) _ [ T {x<m>}] -1 ].-{a,(m)} (5.15)

Die Newton-Raphson-Methode konvergiert quadratisch, jedoch mit sehr kleinem
Konvergenzradius. Sie ist nicht anwendbar, wenn der inverse Jacobian 7 {-’IF}]—1
nur mit hohem numerischen Aufwand oder auch gar nicht auszurechnen ist.

5.3 Quasi-Newton—Methoden

Quasi-Newton—Methoden unterscheiden sich von der Newton—Raphson-Methode
dadurch, da$§ zusstzlich zur Nullstelle auch der inverse Jacobian iterativ bestimmt
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wird. Aus der Linearisierung der Abbildung F {z} um den Vektor der (m)—ten Itera-
tion z(™ ergibt sich fiir die iterative Bestimmung des Jacobian folgende Bedingung,
die auch Quasi-Newton-Bedingung genannt wird:

F {m(m‘l)} ~ F {:z:(m)} +J {m(m)} (a:(m“l) - m(”i)) (5.16)
> A = [7{a™)] " aFm (5.17)
Ag™ = o gD AFm) o F{ym)_ F fgmen)

Die Newton-Raphson-Gleichungen (5.15) und die Quasi-Newton-Bedingung (5.17)
fiir Nullstelle und inversen Jacobian sind simultan iterativ zu bestimmen:

. [,_7 (m)] ™ erfiillt: Az™ = [«7 m) ] ~ aFtm (5.18)
e nichster Losungsvektor: z(™t) = g™ 4 Ag(m+l) (5.19)
Aw(m+1) —_ [J(m)] -1 f'{w(m)} (520)

Quasi-Newton-Verfahren konvergieren superlinear und haben in der Regel einen
groferen Konvergenzradius als die Newton—-Raphson-Methode. Konvergenzgebiet
ist das Gebiet um eine Extremwertstelle oder einen Sattelpunkt herum, in dem die
Eigenwerte von J, i.e. die Kriimmung des zu minimierenden Energiefunktionals,
ihr Vorzeichen nicht wechseln. Ist die Matrix J positiv definit, liegt ein Energiema-
ximum vor, ist J negativ definit, ein Minimum. Wechselt ein Eigenwert genau an
der Konvergenzstelle sein Vorzeichen, so handelt es sich um einen Sattelpunkt. Das
Verfahren konvergiert auch gegen Sattelpunkte.

Die Quasi-Newton—Bedingung (5.17) bestimmt den inversen Jacobian nicht eindeu-
tig. Deshalb ist es iiblich, einen separablen Ansatz fiir den inversen Jacobian zu
machen, der die Quasi-Newton—Bedingung (5.17) erfiillen mu8. Damit ergibt sich
folgende Iterationsvorschrift:

e nichster Losungsvektor:  z(™) = (™ 4 AglmtD) (5.21)
Newton-Raphson-Term: ~ Az{™) = — [.7 (m)]“l F {x(m)} (5.22)
e nichster Jacobian: [J (””’1)] = [(7 (m)]—l +A [J (m+1)] —1(5.23)
StartJacobian: [.7 (1)] 7 =l (5.24)
separabler Term: A [.,7 (m)] R I R (5.25)

Die verschiedenen Quasi-Newton~Verfahren untetrscheiden sich nur durch verschie-
dene Ansiitze fiir den inversen Jacobian. Je nach Anzahl der separablen Korrektur-

'terme unterscheidet man Rang-1- und Rang-2-Verfahren.
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Zur Losung des elektronischen Selbstkonsistenzproblems sind drei verschiedene Ver-
fahren implementiert, in denen ein im allgemeinen nichtsymmetrischer inverser Jaco-
bian aufgebaut wird. Dies sind zwei Rang 1 Verfahren, die auf Vorschlidge von Broy-
den zuriickgehen, Broyden erste Formel [Bro65, Blii88] und Broydens zweite Formel
[Bro66, Blii88], sowie ein verallgemeinertes Anderson—Verfahren [And64, Blii]. In der
Regel wird das verallgemeinerte Anderson-Verfahren benutzt.

Der Jacobian der atomaren Strukturrelaxation ist symmetrisch, da es sich ja bis auf
Vorzeichen um die Matrix der zweiten Ableitungen des Energiefunktionals nach den
Atomkoordinaten handelt. Daher sind fiir die Strukturrelaxation zwei verschiedene
symmetrische Rang 2 Ansdtze fiir den Jacobian implementiert, der DFP-Jacobian
von Davidson, Fletcher und Powell und der BFGS-Jacobian von Broyden, Fletcher,
Goldfarb und Shanno [Jac77, Fle87, Bliig8]. In der Regel wird der BFGS-Jacobian
benutzt.

Im folgenden sind die separablen Ausdriicke fiir die verschiedenen implementierten
Jacobian aufgefiihrt. Dabei wird folgende Abkiirzung verwendet:

aF®y = |F{z@} - F {261}y (5.26)
|Az®D) = |z — g6-D) (6.27)

5.3.1 Broydens erste Formel

(7] = —a1+3 W) ) (5.28)
=2
) = |Az®) - [76-1]7 |aF®) (5.29)

i-1
= |Az® + aAFH) - T @) (v(j) i A]:(i)>
j=2

[76-0] Az

0y = ] Az
[v®) <A7—'<"> [J(i-l)]_l Aw@) (5.30)
alAst) - 3° ) (o) 809
Jj=2

|Az0]* ~ (u | Azt

5.3.2 Broydens zweite Formel

m)] = 1 (O [0l
[T = —a1+3 ) (5.31)

i=2
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@) = |Az®)— [ j(i*l)] T AF®)

= |Az® + oAFD) - g [u) <v(j) lAf(‘)>

j=2
oy _ _AFD)
T e

5.3.3 Der verallgemeinerte Anderson—Jacobian

O = —ate

=2

@) = |Ac®) - [F6D)] ~AF®)

= 1A09 4 AF)— 3 o) (40 [AFO)
j=2
[0'9)
(WO [aF®)

lw®) = |Af("))—§|w(i)) (,,(:‘) |A.7-‘(")>

j=2

) =

5.3.4 Der DFP-Jacobian

[ J(m)] I i {1u(i))(,,(i)| - Iw(‘))(y(‘)l}

=2
u) = |Azt)
. Am(i))
@ =
™) = (Af(i) Aw(i))

Iw(i)> — [ J(i—1)]"‘1 | AJ—_{:‘))

fi

)

w®)

W% = TEEO

5.3.5 Der BFGS-Jacobian

[\7(*m)]‘“1 - —al+ LV":" {Iu(‘))(v(‘)[ — |y w®| - |w(i))<y(i)|}

i=2
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(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)
(5.40)

(5.41)

=1 . . : i-1 ) . :
~a]AF®) + ng @) <.,,(J) I AFC )) - ng ) <y(:) l AFC ))

(5.42)

(5.43)
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@ = |Az®) (5.44)
; |Az)
) = (Az@')TAf(”)) (5.45)
) = [769]7 |aF®) (5.46)
= —o|AFOY 4+ Y;jl [u) (v |AFE)
j=2
_3 9 (w9 |AFO) - 3 ) (4 |aF®)
Jj=2 j=2
. . AF® [
W@y = |y¥) (1+ <<A$(i) l";,(%) (5.47)

5.4 Die Relaxation der elektronischen Struktur

Im Computerprogramm wird das Mischen von alter und neuer Ladungsdichte im
Impulsraum durchgefiihrt, das Mischen der Potentiale im Ortsraum. Bei kleinen
Zellen ist im allgemeinen kein Unterschied zwischen Ladungsdichtemischen und Po-
tentialmischen festzustellen. Beide Verfahren konvergieren problemlos. Die elektro-
nische Selbstkonsistenz wird durch den mittleren quadratischen “RMS—Fehler”! in
Ladungsdichte bzw. Potential beschrieben. Nach einigen wenigen ( 2 bis 4 ) Startite-
rationen konvergiert das Verfahren superlinear. Ca. alle zwei Iterationen sinkt dann
der “RMS-Fehler” um etwa eine GriBenordnung. Die Wahl des Mischungsparame-
ters ist unkritisch und meist kann o ~ 0.5 gewshlt werden.

GroBere Zellen mit abrupten Ubergingen wie Oberflichen oder Grenzflichen kon-
vergieren manchmal etwas schwieriger. Im allgemeinen konvergiert dann das Poten-
tialmischen problemloser als das Ladungsdichtemischen. Konvergenzschwierigkeiten
kénnen dann auftreten, wenn das elektronische System “zu stark” reagiert. Startet
man zum Beispiel bei der Berechnung einer Oberflichenstruktur mit der unrelaxier-
ten Oberflache, so hat die Ladungsdichte die Tendenz, sich nach auflen ins Vakuum
hinein auszudehnen. Kommt es hier zu einer “Uberreaktion”, so zieht sich die La-
dungsdichte im n#chsten Selbstkonsistenzschritt wieder in den Festkorper guriick.
Dies kann zu einem oszillatorischen Verhalten der Ladungsdichte fiilhren und die
Konvergenz stark beeintrachtigen. Treten Konvergenzschwierigkeiten dieser Art auf,
so mufl das Verfahren geddmpft werden. Dabei gibt es im wesentlichen drei Moglich-
keiten, die elektronische Selbstkonsistenz zu beschleunigen:

1RMS: “root mean square’
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e Wahl von kleineren Mischungsparametern : Bei kleineren Mischungsparame-
tern konvergieren die Quasi-Newton—Verfahren allerdings langsamer. Wird der
Mischungsparameter zu klein, dann konvergiert das Verfahren praktisch linear.
Werte fiir o unter 0.1 sind fiir halbleitende Systeme in der Regel unverniinftig.

e Weniger Davidson—Schritte pro Mischungsschritt: Bei der iterativen Diago-
nalisierung des Hamiltonian bestimmt die Anzahl der Davidson—Schritte die
Genauigkeit, mit der Eigenwerte und Eigenzustinde ermittelt werden. Weit
weg von der Born-Oppenheimer—Oberfliche ist es sinnlos, Eigenwerte und Ei-
genzusténde sehr genau zu ermitteln. Deshalb werden in der Regel drei bis
vier Davidson—Schritte pro Mischungsschritt durchgefiihrt. Konvergenz der
Eigenwert— und Eigenzustandsbestimmung und Selbstkonsistenz des Poten-
tials werden so simultan erreicht. Senkt man die Zahl der Davidson—Schritte,
so verkleinert man den Abstand zwischen zwei zu mischenden Potentialen.
Dies fiihrt effektiv zu einer Ddmpfung und kann Konvergenz erzwingen.

o Wahl einer grofleren Fermi~Temperatur: Auch Systeme, die halbleitend sind,
d.h. eine Bandliicke haben, kénnen auf dem Weg zum Grundzustand, der bei
iterativen Verfahren eingeschlagen wird, leitend werden. So sind viele unre-
laxierte Halbleiteroberflichen leitend und erst die Strukturrelaxation offnet
die Bandliicke und macht das System zum Halbleiter. Auch bei den “richii-
gen” Atomkoordinaten kann ein System weit weg von der Born-Oppenheimer—
Oberfliche leitend werden, d.h. keine Bandliicke besitzen. Ursache fiir Kon-
vergenzschwierigkeiten sind dann Zustéinde im Bereich der Fermienergie, die
ihre energetische Reihenfolge von Iteration zu Iteration vertauschen kdnnen.
So tragen von Iteration zu Iteration andere Zustdnde zum Aufbau der neu-
en Ladungsdichte bei. Dies fiihrt zu Ladungsdichteoszillationen und kann die
Konvergenz des Verfahrens zerstoren. Durch Wahl einer grofieren Fermitempe-
ratur wird der Aufbau der Ladungsdichte um die Fermikante verschmiert. Dies
fithrt zu einer effektiven Dampfung und kann ebenfalls Konvergenz erzwingen.

Bis hierher wurde nur die Geschwindigkeit der elektronischen Selbstkonsistenz dis-
kutiert. Auch bei optimal schneller Konvergenz konvergiert das Verfahren jedoch
nicht beliebig genau, sondern nur bis zu einer Genauigkeitsgrenze, die von .der
Wahl der Konvergenzparameter abhingt und von System zu System unterschlec‘l-
lich ist. Die maximal erzielbare elektronische Selbstkonsistenz héngt davon ab, wie

exakt das elektronische Eigenwertproblem geldst wird, i.e. von der Genauigkeit c%er
' iterativen Matrixdiagonalisierung. Beim Davidson-Kosugi-Algorithmus steuern im
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wesentlichen zwei Parameter die Genauigkeit. Dies ist zum einen die Anzahl der
Davidsonschritte, zum andren die Davidsondimension, d.h. die Dimension des Un-
terraumes, in dem das Eigenwertproblem exakt gelost wird. Eine sinnvolle untere
Schranke fiir die Davidsondimension ist durch zwei mal die Anzahl der elektronischen
Zusténde gegeben. Dies ist die Unterraumdimension, mit der das Verfahren weit weg
vom elektronischen Minimum gestartet wird. Es kann nun der Fall eintreten, daf8
die elektronische Selbstkonsistenz zwar optimal schnell konvergiert, die notwendi-
ge Zielgenauigkeit jedoch nicht erreicht wird. In diesem Fall ist es notwendig, die
Davidsondimension auf drei oder vier mal die Anzahl der Zustinde zu erhéhen.

5.5 Relaxation der atomaren Struktur

Im Falle der atomaren Strukturrelaxation sind drei Dinge entscheidend fiir die Kon-
vergenz:

e Die Wah! der Schrittweite « fiir den ersten Schritt
o Der separable Jacobian mufl immer negativ definit sein.

o Die elektronische Kraft muf§ hinreichend auskonvergiert sein.

8.5.1 Der erste Quasi—-Newton—Schritt

Die Schrittweite fiir den ersten Schritt wird durch den StartJacobian festgelegt.
Dieser wird durch den Mixingparameter o bestimmt.

A =70+ ATD = 7D t o FO (5.48)

Optimale Mixingparameter unterscheiden sich stark fiir verschiedene Systeme. Auf
den ersten Blick ist keine Systematik zu erkennen. So kann ein Parameter «, der bei
der Relaxation der (110) Oberfliche von InP zu schneller Konvergenz fiihrt, bei der
Relaxation der (111) Oberflsiche von Si véllig versagen. Die Wahl eines optimalen
Mixingparameters scheint so etwas wie schwarze Magie zu sein.

Nach einem Vorschlag von M. Weinert [Wei] wird die experimentell bestimmte
Debye-Temperatur ©p benutzt, um den Mixingparameter o festzulegen. ©p de-
finiert eine maximale Phononfrequenz wp. So kann man einen harmonischen Os-

zillator definieren, der mit der Phononfrequenz wp schwingt und diagonal in den
Koordinaten A7, ist:

hwp = kpOp (5.49)
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- 1 = (41 =
Bl )7, = 5 2AATLIM M| A7) (5.50)
I3
, 3} MW 22
Fuo = MWE AR = —r 2 A7 (5.51)

Man versucht nun, im ersten Schritt ins Energieminimum dieses Oszillators zu sprin-
gen.
o R =
AT,, = qu (552)
Fir die Wahl eines Mixingparameters wird die grofite vorkommende Atommasse
M= max M (@) gewsihlt. AuBerdem wird die Schrittlinge A7, nach oben durch einen
Bruchteil der Bulk-Gitterkonstanten begrenzt (|lAT,]] < 0.2a5). Damit ergibt sich

fiir den Mixingparameter:

. ]0.2 K2
vl

5.5.2 Negative Definitheit des Jacobian

Bei der Minimumsuche mu8 der separable inverse Jacobian in jeder Iteration negativ
definit sein. Dies wird durch folgende Bedingung gesichert:

(A |AF®) = T (AFP]AFP) < o (5.54)
B

Andernfalls kann die Konvergenz des Verfahrens zerstért werden. Dies ist in Abbil-
dung 5.1 anhand eines eindimensionalen Beispiels skizziert. )

Der erste Schritt von 7 nach 7 erfolgt lingst der Kraftrichtung FU), also in die
richtige Richtung. Dann wird Jacobian aufgebaut, in diesem eindimensionalen Fall
die Kriimmung, und 7® liegt im Extremwert der vom Quasi-Newton—Algorithmus
ausgerechneten Parabel. Dies bedeutet bei nicht negativ definitem Jacobian wie in
diesem Fall einen Schritt in die falsche Richtung. Tritt diese Instabilitdt auf, so mufl
man das Verfahren mit einem Gradientenschritt neu starten.

3.5.3 Konvergenzanforderung an die Kraft

Die Kraft setzt sich aus mehreren Anteilen zusammen, die sich in der Gleichgewichts-
konfiguration kompensieren. Die Absolutwerte der einzelnen AI}lzteile, ie. Ewaldkra‘ft,
lokale und nichtlokale Kraft sind sehr grof (~ 10%—10° [‘"i;,l]) und kompensie-

.. —2 [mE,
"ren sich zu einer kleinen Gesamtkraft der GroSenordnung (~ 10° — 10 [%ﬂ])
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Energie Etot [7]

Atomposition <

Abbildung 5.1: Quasi-Newton—Verfahren konvergieren mit nicht negativ definiten
Jacobian in der Regel nicht.

Dementsprechend miissen die einzelnen Anteile sehr genau ausgerechnet werden.
Ohne eine hinreichend genau berechnete Kraft kann ein Quasi-Newton—Verfahren
nicht konvergieren. Vor allem am Anfang, bei der Startkonfiguration und bei den er-
sten relativ groflen atomaren Relaxationsschritten, sind pro Relaxationsschritt viele
elektronische Selbstkonsistenzschritte (~ 15) notwendig. In der Nihe der Gleich-
gewichtskonfiguration werden die atomaren Relaxationsschritte immer kleiner. Die
Anzahl der benétigten elektronischen Selbstkonsistenzschritte pro Relaxationsschritt
reduziert sich dann auf etwa (~ 8).

Im Computerprogramm wird die Genauigkeitsanforderung an die elektronische Selbst-
konsistenz {iber die Konvergenz der lokale Kraft gesteuert. Die lokale Kraft wird

immer eine Dezimalstelle genauer ausgerechnet als die totale Kraft der letzten ato-
maren Konfiguration.



Kapitel 6

(110) Oberflichen von III-V
Halbleitern

6.1 Motivation

Obwohl die Herstellung von elektronischen Bauelementen aus Verbindungshalblei-
tern sehr viel aufwendiger und teurer ist als die Verwendung herkémmlicher Silizium-
technologie, sind Verbindungshalbleiter doch von besonderem Interesse, vor allem
wegen ihrer optoelektronischen Eigenschaften. Voraussetzung fiir Herstellung und
zielgerichtetes Design elektronischer Bauelemente ist ein genaues Verstindnis der
atomaren und elektronischen Struktur von Halbleiter—Schichtsystemen und Ober-
flachen.

Die Rastertunnelmikroskopie (RTM) hat sich dabei in den letzten 10 Jahren als
liberaus leistungsfihiges experimentelles Werkzeug fiir die Untersuchung von Ober-
flachen, insbesondere fiir die Charakterisierung der elektronischen und atomaren
Struktur, erwiesen [Che93, Wie94]. Atomare Auflésung ist bei hochauflssender Tun-
nelmikroskopie mittlerweile Standard, die neuere Methode der Tunnelspektroskopie
bietet eine Moglichkeit, elektronische Oberflichenzustinde zu detektieren.

Die (110) Oberfliche von III-V Halbleitern ist neben der Si—(111)-Oberfléche die
zur Zeit wohl meist untersuchte und wohlbekannteste Halbleiteroberfldche. Sie dient
als eine Art Referenzsystem, an der Oberflicheneffekte studiert werden, an der aber
auch neue Methoden und theoretische Konzepte getestet werden konnen. Die Berech-
nung der (110) Oberfliche von III-V Halbleitern ist daher fiir den Autor in zweierlei
Hinsicht interessant. Zum einen ist die Oberflichenstruktur fiir verschiedene ITI-V
Halbleiter mit squivalenten Methoden mehrfach berechnet worden. Somit handelt
es sich um ein geeignetes Referenzsystem, welches dazu benutzt werden kann, Er-

73
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fahrung beziiglich Konvergenzverhalten und numerischer Stabilitét des Computer-
programms zu sammeln und Vertrauen in das Programm zu entwickeln.

Zum anderen interessiert den Autor die direkte Verbindung zu Tunnelexperimen-
ten, die am gleichen Institut durchgefiihrt werden. Insbesondere interessiert den
Autor eine theoretische Bestitigung der Interpretation der Tunnelexperimente von
Ph. Ebert [Ebe93]. Dieser versucht mittels spannungsabhingiger, hochauflésender
Tunnelmikroskopie, Informationen iiber die verschiedenen Oberflichenzustinde zu
gewinnen. Ph. Ebert untersucht dabei die Spannungsabhéngigkeit der Morphologie
von hochaufgelésten RTM-Bildern. Hochauflssende RTM wird somit auf eine neue
Art und Weise spektroskopisch ausgewertet.

Die Spannungsabhiingigkeit der Tunnelbilder, die durch die Beitrige unterschied-
licher Oberflichenzustéinde und Oberflichenresonanzen zum Tunnelstrom erklart
wird, soll im Detail theoretisch untersucht werden.

Auch wenn bei hochauflésender RTM atomare Auflésung erreicht wird, so heifit das
nicht, dal man Atome “sieht”. Vielmehr wird das Aussehen von RTM-Bildern durch
die elektronischen Zusténde bestimmt, die zum Tunnelstrom beitragen. So ist z.B.
eine genaue Bestimmung der rdumlichen Lage von Atomen, Adsorbtionsplétzen oder
Punktdefekten aus RTM-Bildern nur dann mdglich, wenn die riumliche Ladungs-
dichtekontur dieser elektronischen Zustinde genau bekannt ist. An eine weitere Zu-
sammenarbeit mit den Experimentatoren zur Interpretation von Defektstrukturen
ist gedacht.

Eine wichtige Zielsetzung bei der Weiterentwicklung der RTM—Methode ist sicher-
lich, mdglichst vollstdndige Information tiber die elektronische Oberflichenstruktur
aus RTM-Bildern bzw. Tunnelspektroskopie zu gewinnen. So ist es zur Zeit nicht
mdglich, Oberflichenatome mittels RTM chemisch zu unterscheiden. Eine theoreti-

sche Untersuchung der Ursache morphologischer Details von RTM-Bildern kann in
dieser Richtung moglicherweise Beitrige liefern.

6.2 Das Strukturmodell

Die Klasse der ITI-V Halbleiter besteht aus je einem Element der Gruppe ITI und der
Gruppe V des Periodensystems. In der Zinkblendestruktur ist jedes Atom der einen
Sorte tetraedrisch an vier Nachbaratome gebunden (Abbildung 6.2) und die Va-
lenzelektronen beider Elemente hybridisieren zu sp*-Orbitalen. Die Bindungen der
verschiedenen ITI-V Halbleiter sind mehr oder weniger polar, da wegen der unter-
schiedlichen Elektronegativititen das finfwertige Anion Elektronen stirker anzieht
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als das dreiwertige Kation. Die {110}-Ebenen sind stSchiometrisch, d.h. sie enthal-
ten ebenso viele Anionen wie Kationen und sind somit elektrisch neutral. Daher
lassen sich III-V Halbleiter leicht léngst {110}-Ebenen spalten. Bei der Spaltung
langst polarer Ebenen wie z.B. der {111}-Ebene miifte zusitzliche elektrostatische
Arbeit verrichtet werden. Die durch Spaltung im Ultrahochvakuum erzeugten (110)
Oberflachen von III-V Halbleitern sind sehr rein und defektarm.

Fiir die reine (110) Oberfléiche von III-V Halbleitern existiert ein experimentell wie
theoretisch gut fundiertes Strukturmodell, das sogenannte “bond rotation model”.
Die genauesten experimentellen Strukturdaten [LB93] erhdlt man zur Zeit aus dy-
namischen LEED Experimenten [Kah83a, DMP+85]. Die besten experimentellen
Daten iiber Oberflichenzustinde [BE88, LB94]| erhilt man aus winkelaufgeldsten
Photoemissionsexperimenten [RRTP88, CCMS90] und aus der Tunnelspektrosko-
pie [FS87a, MPBH'92, Fee94]. Theoretische Strukturdaten erhilt man aus ver-
schiedenen, selbstkonsistenten “ab initio”~Rechnungen [CC76, Cha79, CC79, Zun80,
MBCMS81, MMB(C82, TMX84, SSMW83, FS87b, AHS91].

Alle (110) Oberflichen der III-V Halbleiter zeigen die gleiche Strukturrelaxation:
Es handelt sich um eine 1 x 1-Relaxation der Oberflichenatome, die in Abbildung
6.1 schematisch dargestellt ist. Das Oberflichenanion buckelt mit einem Buckling-
winkel w aus der Oberfliche heraus in eine verzerrt tetraedrische, sp®-hybridisierte
Umgebung (Winkel a und ). Das Oberflichenkation buckelt in den Bulk hinein in
eine annshernd planare sp?~hybridisierte Umgebung (Winkel ).

Von den vier Bindungen der Oberflichenatome der unrelaxierten Oberfliche liegen
je zwei in der Oberflichenebene. Je eine Bindung ist auswérts und je eine Bin-
dung ist bulkwirts gerichtet. Diese bezeichnet man als “dangling bond” bzw. “back
bond”. Durch die Relaxation der Oberflichenstruktur rehybridisieren die Ober-
flichenzustinde und indern ihren Charakter. Die Energie des “dangling bonds”
am Anion senkt sich ab. In der tetraedrischen Umgebung des Anions ist der “dan-
gling bond” ein sp3-artiger Zustand. Die Energie des “dangling bonds” am Kation
wird angehoben. In der planaren Umgebung des Kations wird aus ihm ein p,—artiger
Zustand, der senkrecht auf der planaren sp*-Struktur stebt.

Der energetisch tiefer liegende “dangling bond”am Anion wird somit besetzt, ebenio
wie der energetisch noch tieferliegende in den Bulk hineingerichtete “bacl.c bond. .
Der aus der Oberfliche herausragende, energetisch aber oberhalb der Fermieenergie
liegende p,~Zustand am Kation bleibt unbesetzt. Insgesamt findet ein Ladungstrans-
fer vom Kation zum Anion statt.

Es handelt sich an dieser Stelle natiirlich nur um eine grobe Skizzier

' flichenzustinde. Um etwa Tunnelbilder im Detail zu verstehen, ben6tigt man weit

ung der Ober-
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Abbildung 6.1: Oberflichenrelaxation der (110) Oberfliche: Das Oberflichenanion
buckelt aus der Oberfléiche heraus (Bild (b): Bucklingwinkel w) in eine tetraedrische
Umgebung (Bild (a): Winkel  und ), das Oberflichenkation buckelt in den Bulk
hinein in eine planare Struktur (Bild (a): Winkel 7). Die schematisch eingezeichneten
sp®~artigen Zustinde am Anion, “dangling bond” und “back bond” (Bild (c): (db)
und (bb)), sind besetzt, der ebenfalls schematisch skizzierte p,—artige Zustand am
Kation, der “dangling bond am Kation” (Bild (c): (p;)), ist unbesetzt.

mehr Information, etwa iiber die Energiedispersion der Oberflichenzustéinde in.der
Oberflichenbrillouinzone, iiber die genaue Ladungsdichtekontur der Zustéinde und
iiber deren Abfall ins Vakuum hinein, i.e. die lokale Zustandsdichte (LDOS: “lo-
cal density of states”) iiber der Oberfliche. Bisher wurden fiir die Interpretation
von Tunnelbildern der (110) Oberflichen von III-V Halbleitern nur der besetzte
“dangling bond” des Oberflichenanions und der unbesetzte p,~Zustand am Ober-
flachenkation beriicksichtigt. Dies erklirt zwar den grundsétzlichen Unterschied zwi-
schen Tunnelbildern, die mit unterschiedlichem Spannungsvorzeichen aufgenommen
werden!, eine weitaus detailliertere Analyse ist aber moglich und erklart interessante
Details der Spannungsabhingigkeit der Tunnelbilder.

1Fiir positive Tunnelspannungen wird aus dem besetzten Zustand am Anion heraus getunnelt,
fiir negative Spannung in den unbesetzten Zustand am Kation hinein
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6.3 Vorgehensweise bei der Berechnung

Bei der Berechnung der Oberflichenstruktur wird wie folgt vorgegangen:

Zunichst wird eine Strukturoptimierung des Bulksystems vorgenommen, d.h. die
theoretische Gitterkonstante wird bestimmt. Die Konvergenz der Bulkrechnungen
mit der Anzahl der 5—Punkte und der Anzahl der ebenen Wellen wird untersucht.
Mit der theoretischen Gitterkonstanten werden die Bulkbandstruktur und deren
Projektion auf die zweidimensionale Oberflichenbrillouinzone ausgerechnet und mit
Literaturwerten verglichen.

AnschlieBend wird durch “Ubereinanderstapeln” von tetragonalen Bulkeinheitszel-
len (Abbildung 6.2) und Vakuum eine groSe Superzelle mit zwei dquivalenten (110)
Oberflichen konstruiert. Dabei wird ebenfalls die theoretisch bestimmte Gitter-
konstante verwendet. Dies ist notwendig, da die Dichtefunktionaltheorie Bindung
iiberschitzt und somit die berechneten, theoretischen Gitterkonstanten um einige
Prozent unter den experimentellen liegen. Die Verwendung der experimentellen Git-
terkonstanten fiir die Oberflichensuperzelle wiirde zu unerwiinschten Verspannun-
gen des Systems fiihren. Einige Atomlagen der Oberfliche werden jeweils relaxiert
und so die atomare Oberflichenstruktur ermittelt.

Die Konvergenz der Oberflichenrechnungen mit Anzahl der E-Punkte und der An-
zahl der ebenen Wellen wird untersucht. Ebenso wird die Konvergenz der Rechnun-
gen mit der Grofe der Superzellen (Anzahl der Atomlagen) und mit der Anzahl der
relaxierten Lagen untersucht.

Bei fixierter Oberflichengeometrie wird dann in einer noch gréferen Superzelle die
elektronische Struktur berechnet, d.h. selbstkonsistente Ladungsdichte, Oberflichen-
zustinde, zweidimensionale Bandstruktur und lokale Zustandsdichte. Diese werden
ausgewertet und mit den Ergebnissen aus den Tunnelexperimenten verglichen. Die
groBere Superzelle ist notwendig, um Oberflichenresonanzen, die sehr langsam in
den Bulk hinein abfallen, noch einigermafen richtig zu beschreiben.
Gliicklicherweise hingt die atomare Strukturrelaxation selbst nicht sehr empfindlich
von der genauen Beschreibung der Oberflichenresonanzen ab, sondern mehr von der
lokalen Ladungsdichteverteilung an der Oberflache. Diese wird schon mit kleineren

Superzellen hinreichend genau beschrieben.

6.3.1 Die Pseudopotentiale

Die in dieser Arbeit verwendeten Pseudopotentiale der III-V Halbleiter sind mit
unserem eigenen Generierungsprogramin [Eng92] konstruiert worden. Sie sind alle-
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samt normerhaltend und nach dem Schema von Bachelet, Haman, Schliiter “BHS”
[BHS82] bzw. dessen Modifikationen nach Vanderbilt “Van” [Van85] konstruiert und
werden bis auf das Ga-Pseudopotential in der separablen Kleinman-Bylander—Form
“KB” [KB82] angewandt. Referenzatom fiir die Konstruktion der s~ und p—Potentia-
le ist das freie Atom im Grundzustand. Fiir die Erzeugung der d-Potentiale wird ei-
ne angeregte, atomare Referenzkonfiguration verwendet. Alle Referenzatome werden
skalarrelativistisch und nicht spinpolarisiert berechnet. Fiir die lokale Dichtenshe-
rung wurde die Parametrisierung von Vosko, Wilk und Nusair [VWN80] mit den
relativistischen Korrekturen von MacDonald und Vosko [MV79] benutzt. Die fiir die
Konstruktion notwendigen Angaben, Abschneideradien und Referenzatome, sind in
Tabelle 6.1 festgehalten.

Atom | 7, [a.n.] 7, [a.n] 74 [a.u] | Referenzatom fiir [ = 2
Al 1.15 1.25 1.25 [Ne] 35123p%6340-2
Ga* | 1.15 1.35 1.35 [Ar] 451549054402
In 1.15 1.25 1.25 [Kr] 5s*25p0-6540-2
P 1.15 1.25 1.25 [Ne] 351-83p1-8340-4
As 1.15 1.25 1.25 [Ar] 45184p1-84404
Sb | 115 1.25 1.25 [Kr] 55'85p!-85404

Tabelle 6.1: Konstruktionsparameter fiir die Pseudopotentiale: Die Potentiale sind

nach dem Schema von D. Vanderbilt “Van” [Van85] konstruiert, aufler Ga, welches
nach “BHS” [BHS82) konstruiert ist.

6.3.2 Die Oberflichen—Superzelle

Ublicherweise wird die Zinkblendestruktur als fec—Kristall mit einer Basis aus zwei
Atomen® (Ka(0,0,0), An(%a, za, ia)) beschrieben. Die drei Vektoren® (%a, 1a, O),
(-;-a, 0, %a) und (O, za, %a), die von der (0,0,0)~Ecke der kubischen Einheitszelle
(BZ) zu drei benachbarten Seitenmitten zeigen, spannen die fcc-Einheitszelle mit
Volumen Vi, = za® auf (Abbildung;: 6.2, oben, gestrichelte EZ). Die Koordinaten-
angaben beziehen sich auf die kubische Einheitszelle mit der kubischen Gitterkon-
stanten o und Volumen V., = o2, die insgesamt 8 Atomen enthilt.

Grundlage unserer Beschreibung ist die tetragonale Einheitszelle (Abbildung: 6.2),

*das dreiwertige Kation (z.B In) und das finfwerti i
: : . ge Anion (z.B. P
*Kristallrichtungen [110], [101] und fo11]. ( )
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die 4 Atome enthélt und das Volumen V;,; = 1a® besitzt. Sie wird von den Vektoren*
(%a, 3a, 0), (—%a, -%a,O) und (0,0,a) aufgespannt. Die tetragonale EZ besitzt die
Symmetrie Cyy, i.e. zwei Spiegelebenen o, und o,, deren Schnittlinie die zweizihlige
Drehachse Cs, ist.

Die Oberflichen—Superzelle wird durch Ubereinanderstapeln von tetragonalen Ein-
heitszellen aufgebaut (Abbildung: 6.2, rechts unten). Die Atome der Superzelle sind
in Lagen angeordnet, deren Abstand 34@a betrégt. Jede Lage besteht aus einer Zick-
zackkette von Atomen, in der sich Anionen und Kationen abwechseln. So enthilt
jede Atomlage der Superzelle genau ein Anion und ein Kation.

Jede Superzelle enthilt eine ungerade Anzahl von Atomlagen. So wird sie spiegel-
symmetrisch zur o,~Ebene. Oben und unten wird die Superzelle durch ein Vaku-
um abgeschlossen, welches jeweils Ny, Atomlagen entspricht. Die orthorhombische
Oberflichen—Superzelle enthilt somit zwei dquivalente (110) Oberflichen, deren Ab-
stand M%ﬁ betrégt. Sie besitzt ebenso wie die tetragonale Einheitszelle die Sym-
metrie Cy,. Auch die (1 X 1)-Relaxation der Oberfliche zerstort diese Symmetrie
nicht.

Die lange Seite der Superzelle, die [110]-Richtung (senkrecht zur (110) Oberfléche),
wird die x—Achse. Die zweidimensionale Oberflicheneinheitszelle ist ein (a X %a)—
Rechteck. Die kurze Kante, die [110]-Richtung, wird die neue y-Achse. Die lange
Kante, die [001]-Richtung, wird die z—Achse.

In Tabelle 6.2 sind die Symmetrieelemente der einzelnen Zellen festgehalten. Die Be-
schreibung der Zinkblendestruktur durch tetragonale Einheitszellen entspricht keiner
neuen internationalen Raumgruppe, denn die internationale Nummer einer Raum-
gruppe ist ja eindeutig und nicht von der Wahl der Beschreibung abhéngig.
Abbildung 6.3 zeigt die Brillouinzonen des reziproken Gitters.

Die Brillouinzone “tet-BZ”, die zur tetragonalen Einheitszelle gehort, ist ein Qua-
der, der ganz innerhalb der Brillouinzone “fcc—BZ” liegt, die zur fcc-Einheitszelle
gehort. Die tet-BZ wird durch die Vektoren +hy = +2(1,1,0), +k, = £5(-1,1,0)
und 4k, = +2(0,0, 1) aufgespannt. Thr 1rreduz1bler Anteil “tet-IBZ” ist der Qua-
der, der durch die positiven Vektoren Ez, k und %, aufgespannt wird. Er betragt
genau § der totalen tet-BZ.

Die fcc—-BZ liegt ganz in einem Wiirfel der Kantenliinge 2 Thr Volumen betrégt £ Qq,
wobei , = ( ) das Volumen des obigen Wiirfels ist.

Bulkbandstrukturen Werden langst Hochsymmetnehmen der irreduziblen Brillouin-

zone (T @ X - U (K ) - ( )L K- W X ) ausgerechnet

4Knsi;a,llnchtungen [110], [110] und [001]
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Abbildung 6.2: Aufbau der (110) Oberflichen—-Superzelle: Das obere Bild zeigt
die Zinkblendestruktur. In der linken kubischen EZ ist die iibliche fcc-EZ (gestri-
chelte Linie) eingezeichnet. In der Mitte zweier kubischer Einheitszellen (punktierte
Linien) ist die tetragonale EZ (durchgezogene Linien) gezeichnet, deren vordere Be-
grenzungsebene die {110}-Ebene ist. Zickzackketten von Atomen laufen parallel und
senkrecht zu den {110}-Ebenen, die die tetragonale EZ seitlich begrenzen (Bilder
links). Aus den tetragonalen Einheitszellen wird die Oberflichen—Superzelle (Bild
links unten) aufgebaut. Ebenso wie die tetragonale EZ besitzt sie Co,~Symmetrie,

i.e. zwei Spiegelebenen o, und oy, deren Schnittlinie die zweizéhlige Symmetrieachse
Cy, bildet.

Das Volumen der tet-BZ ist halb so grof und betrégt %Qa. Wird nun die tetrago-
nale Einheitszelle im Ortsraum in [110]-Richtung zur orthogonalen Einheitszelle ge-
streckt, so schrumpft entsprechend die tet-BZ im reziproken Raum in [110]-Richtung
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Einheits- intern.  intern. Schénflies- Symmetrie—
zelle Nummer Symbol symbol elemente
fec 216 Fi3m /T3 {%:/000} {Cz. {000}
{04:]000} {C5;|000}
tetragonal - Pmm?2 I',Ci, {0000} {o,|000}
3d-Superzelle 25 Pmm2  T4C}, {05000} {o,|000}
2d-Oberflichenzelle - plml - {m,|00}

Tabelle 6.2: Symmetriegruppen der Einheitszellen: Die ersten beiden Zeilen be-
schreiben die Zinkblendestruktur, wobei einmal die fcc-Einheitszelle und einmal die
tetragonale Einheitszelle Grundlage der Beschreibung ist. Die Superzelle mit zwei
dquivalenten (110) Oberflichen besitzt die gleichen Symmetrieelemente wie die te-
tragonale Einheitszelle.

Abbildun§ 6.3: Brillouinzonen: Die Abbildung links zeigt in einem Wiirfel der Kan-

tenlinge 2% die BZ des fec-Gitters (durchgezogene Linien), deren irreduzibler Teil
durch %iie sﬁeziellen k-Punkte T, K, W, X,U, L be.grgnzt u:ud. P1e BZ der;lteté%g?-
nalen EZ ist ebenfalls eingezeichnet (punktierte Linie). Wird die tetragonale 'dl‘n
[110}-Richtung zur Superzelle ausgedehnt, schrumpft die BZ zu einer c%‘:a& g;ﬁzz
mensionalen BZ (gestrichelte Linie) zusammen, deren Aufsicht im rec )_?1 ild zu
sehen ist und deren irreduzibler Teil durch den Quadranten I', X, M, X" gebilde

wird.

n-BZ zusammen. Die Oberflichen-BZ
V2% und den Eckpunkten M. Der
berflichen—Superzelle wird

2u einer quasi zweidimensionalen Oberfléche
ist ein Rechteck mit den Kantenléngen 2 und
' Mittelpunkt ist der I—Punkt. Die o,~Spiegelebene der Y
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zur zweidimensionalen m,—Spiegelachse, der [110]-Achse. Da im reziproken Raum
wegen der Zeitumkehrinvarianz immer Inversionssymmetrie vorliegt, ist der irredu-
zible Teil der Oberflichenbrillouinzone genau ein Viertel der totalen Oberflichen-
brillouinzone. Oberflichenbandstrukturen werden léngst der Hochsymmetrielinien
(T — X — M — X' —T) gezeichnet.

Im reziproken Raum kann man nun die dreidimensionalen Energiebander des Bulks
auf die zweidimensionale Oberflichenbrillouinzone projizieren. Die Dispersion der
dreidimensionalen Bulkenergiebidnder senkrecht zur Oberflichenbrillouinzone wird
dabei auf eine dichtliegende Folge von zweidimensionalen Energiebdndern abgebil-
det: die projizierte Bulkbandstruktur. Zusténde der Oberflichen~Superzelle, die in
den Bandliicken oder Taschen der projizierten Bulkbandstruktur liegen, sind lokali-
sierte Oberflichenzusténde. Zusténde der Oberflichen—Superzelle, die innerhalb der
projizierten Bulkbandstruktur liegen, sind Oberflichenresonanzen oder entsprechen
Bulkzusténden.

6.4 Berechnung der Bulkstruktur

6.4.1 Bestimmung der theoretischen Gitterkonstanten

In einer friiheren Diplomarbeit [Ric93] wurden die Pseudopotentiale am Beispiel von
GaAs und Si auf Konvergenz getestet. Am Beispiel von InAs soll nun die Konvergenz
mit der Anzahl von ebenen Wellen Ng bzw. der Abschneideenergie E.,; und mit der
k-Punkt-Dichte in der Brillouinzone iiberpriift werden (Tabelle 6.3). Die Struktur-
optimierung fiir den Bulk zur Bestimmung der theoretischen Gitterkonstanten wird
in der tetragonalen Einheitszelle (Abbildung 6.2) durchgefiihrt. Dies ist, was die
Rechenzeit betrifft, nicht die giinstigste (kleinste) Einheitszelle, sondern sie wird so
gew&hlt, um mit den groferen Oberflichen—Superzellen kompatibel zu sein, die ja
aus solchen tetragonalen Einheitszellen aufgebaut werden. Die Konvergenz mit der
Anzahl an ebenen Wellen wird durch die “Cutoff-Energie” E,,; = g2,,, bestimmt,
bis zu der die Wellenfunktionen nach ebenen Wellen entwickelt werden.

Die s~Punkt-Dichte wird auf die Brillouinzone des fcc-Gitters Vtee—Bz umgerechnet.

Da das Volumen der tetragonalen Einheitszelle doppelt so grof} ist wie das Volumen
der fcc-Einheitszelle, ist umgekehrt das Volumen Viee—pz der Brillouinzone des fcc—
Gitters doppelt so groB wie das Volumen Viet—Bz der Brilloinzone des tetragonalen
Gitters. So entsprechen z.B. 27 k-~Punkte in der Brillouinzone Vie;_pz, ie. 3 P
Punkte pro Raumrichtung, einer &~Punkt-Dichte von 54[V4.s_pzl. Die verwendeten
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(nx n x n)-k-Punktsitze werden durch folgende Gleichungen definiert:
(6.1)

= % kg -+ 23 k +2k k,
ik = 7
’ 2 sign(s) (2li] ~ 1)kz + sign(5) (214] — 1), +sign(k) (2[k] - 1)F,

Die obere Gleichung gilt fiir ungerade n und (Iz‘l, 7], |&] < g) Die untere Gleichung
gilt fiir gerade n und (O < [é], 14], |k| < g)
Insgesamt zeigt Tabelle 6.3 in Ubereinstimmung mit [Ric93]:

e Mit der k-Punkt-Summation wird iiber die Energiedispersion der Bandstruk-
tur gemittelt: Eine k~Punkt-Dichte von Tgpt = 128 [I/}cc_ Bz), das entspricht 4
k-Punkten pro Raumrichtung in der Brillouinzone der tetragonalen Einheits-
zelle, ist ausreichend fiir eine Konvergenz der totalen Energie bis auf ~ 1 mRy
pro Atom.

¢ Ein ebene Wellen Cutoff von gmez = 3.5 /Ry, Feus = 12.25 Ry ist ausreichend
fiir eine Konvergenz der totalen Energie bis auf ~ 10 mRy pro Atom. Die Kon-
vergenz mit der Anzahl der ebenen Wellen wird durch die Fourierkomponenten
der kinetischen Energie bestimmt. Diese sind im wesentlichen unabhingig von
der chemischen Umgebung [RRKJ90, Eng92]. Daher ist die totale Konvergenz
der Energie auf ~ 10 mRy pro Atom auf jeden Fall ausreichend fiir eine relati-
ve Genauigkeit besser als ~ 1 mRy pro Atom. Nur diese wird beim Vergleich

verschiedener Strukturen benétigt.

Alle weiteren Rechnungen werden mit (4 X 4 x 4) E-Punkten in der Brillouinzo-
ne der tetragonalen Einheitszelle durchgefiihrt und mit einem Wert fir gme, von
3.5 +/Ry. Insgesamt ergibt sich so fiir die Konvergenz der Berechnung von Struk-
turparametern wie z.B. der kubischen Gitterkonstanten ap ein Fehler von weniger
als 0.5%. Die Ergebnisse der Strukturoptimierung fiir einige III-V Halbleiter sind
in Tabelle 6.4 festgehalten.

Ursache der Unterschiede zwischen Theorie und Experiment, i.e. der bis zu einige
Prozent zu kleinen Gitterkonstanten und der Abweichungen in den Bulkmoduli von
bis zu 10% ist nicht mangelnde Konvergenz der Rechnung. Vielmehr ist dies typisch
fiir Pseudopotentialrechnungen. Zum einen iiberschitzt die Dichtefunktionaltheo-
rie im allgemeinen die Bindung. Zum anderen werden die d-Elektronen nicht als
Valenzelektronen behandelt, sondern sie sind Teil des ionischen (“frozen”) Pseudo-
' potentials. Dies erklirt die Unterschiede zwischen Theorie und Experiment.
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Buy = 12.25Ry | Eewt = 20.25Ry
Gmaz = 3-5\/—R3; Omaz = 4-5\/R§
nupe = 54 [Vil_pg] | Bo = —8.42183Ry | By = —8.44529Ry
(3% 3x3) [Vitpsl | ao= 6055498 | ap= 6.035974
T = 128 [Vior_pz] | Bo = —8.43007Ry | Eo = —8.45365Ry
(4x4x4)[Viilps] | ao= 6.03347A | ap= 6.012644
nkpt = 250 [Vjor_pz] | Bo = —8.42769Ry | Eo = —8.45133Ry
(5x5x5) [Vitpsl | ao= 6037294 | ap= 6.01873A

Tabelle 6.3: Konvergenz der Bulkstrukturoptimierung mit Dichte der E-Punkte
und ebene Wellen Cutoff fiir InAs: totale Energien sind in Ry pro Atom angege-
ben, kubische Gitterkonstanten in A. Die Anzahl der k-Punkte ist umgerechnet auf
das Volumen der entsprechenden Brillouinzone des fcc—Gitters. Tatséchlich ben6tigt

man wegen Symmetrie und groferer tetragonaler Einheitszelle natiirlich weniger k-
Punkte.

System ao[A] | B[Mbar]
InAs theo. | 6.0335 | 0.679

exp. | 6.0584 | 0.612 Tabelle 6.4: Strukturoptimierung III-
TnP theo. | 5.8549 | 0.747 V Halbleiter: Die experimentellen Werte

sind [LB84] entnommen. Die um einige

exp. | 5.8693 | 0.725 Prozent zu kleinen theoretischen Gitter-

GaAs | theo. | 5.5706 | 0.727 konstanten, und die Fehler in den Bulkmo-
duli um ebenfalls einige Prozent sind me-
exp. | 5.6533 | 0.742 thodenspezifisch und bekannt. Die DFT
AlAs theo. | 5.6290 | 0.729 iiberschétzt im allgemeinen die Bindung,
die d-Elektronen werden nicht als Valenz-

exp. | 5.6607 | 0.763 elektronen behandelt.

6.4.2 Die elektronische Struktur des Bulks

Mit der selbstkonsistent berechneten Ladungsdichte fiir das System mit der theoreti-
schen Gitterkonstanten werden dann fiir die tiblichen Hochsymmetrielinien die Band-
strukturen errechnet. Da die LDA wegen der falschen Beschreibung der Selbstenergie
Bandliicken vollig falsch beschreibt, werden diese mit dem sogenannten “Scissors”—
Operator korrigiert, d.h. durch Verschieben der Leitungsbinder um einen konstanten
Wert wird die Bandliicke am T'-Punkt an den experimentell ermittelten Wert an-
gepafit. In Tabelle 6.5 sind die errechneten LDA~Bandliicken am I'-Punkt und die

experimentellen Werte festgehalten. Die experimentellen Werte sind [LB82] entnom-
men.
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System | AEPA  AFP | AP
[eV]  [eV] | [eV]
InAs 0.000 041 | + 0.410 Tabelle 6.5: Experimentelle und LDA-

Bandliicken fiir verschiedene III-V
InP 0.847 1.42 | +0.573 Halbleiter: Die experimentellen Werte
GaAs [1.109 1.52 | + 0.411 sind [LB82] entnommen. Die LDA-

Leitungsbénder miissen um A9 verscho-
AlAs 2.164 3.13 | + 0.996 ben werden.

Die so errechneten Bandstrukturen von InP, InAs, GaAs und AlAs sind in Abbildung
6.4 und Abbildung 6.5 abgebildet. Insgesamt werden Details der Bandstrukturen gut
wiedergegeben.

AlAs ist der einzige indirekte Halbleiter. Wird die Bandliicke am I'~Punkt an den
experimentellen Wert 3.13 eV angepafit, so ergibt sich eine indirekte Bandliicke
(X — I') von 2.27 V. Dies stimmt sehr genau mit dem experimentellen Wert 2.23 eV
iiberein.

Exemplarisch sind in Tabelle 6.6 fiir InP einige explizite Energiewerte der Bander fiir
die Hochsymmetriepunkte T, X und L festgehalten. Unsere errechneten Werte wer-
den mit Literaturwerten aus [O’R91] verglichen. Dabei stammen die experimentellen
Daten aus winkelaufgelosten Photoemissionsexperimenten [LRF*74, LVHK87], die
theoretischen Werte stammen aus Pseudopotentialrechnungen [JMT76]. Insgesamt
stimmen alle Werte recht gut iiberein.

exp.* wir theor.* exp.* wir theor* erp.* wir theor*
{1-11.00 -11.46 -11.42|X7|(-8.90 -9.23 -891|L7(-10.00 -9.91  -9.67
5] -0.11 000 -021|X?|-590 -592 -6.01|Ly| -5.90 -5.87 -5.84
3 0.00 Xy | -2.00 -2.37 -2.09|Ly| -1.00 -0.99 -1.09
a1 0.00 0.00 0.00 | X7 |-2.00 -2.37 -2.06|Lj| -1.00 -0.99 -0.94
il 143 143 1.50 | X§| 240 221 244 | LS| 2.04 210 2.19
5| 478  4.64 4.64 | X3 2.85 2.97 | L§ 5.45 5.58
T'§! 485 4.64 4.92 L 5.45 5.70

Tabelle 6.6: Energien einiger Hochsymmetriepunkte der InP Ba,ndstlzuktur (ineV):
Die Eigenwerte sind von niedrigen zu hoheren Energien durchnummeriert. Der Ener-

gienullpunkt ist auf T'§ ;
niedrigste Leitungsband. Die mittleren Spalten sind unsere e

das hochste Valenzband am I'-Punkt. I'f ist das
iy rrechneten Werte, die

Literaturdaten “+” stammen aus [0’R91]. In der Rechnung in [O'R1] ist die Spin-
Bahn-Kopplung beriicksichtigt,

in unseren Rechnungen nicht. Daraus erkldren sich

die Unterschiede. Die Spin-Bahn-Kopplungsenergie ist allerdings fiir InP sehr klein.
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Abbildung 6.4: Bulkbandstrukturen von InP und InAs: Die Bandliicken sind durch
Verschiebung der Leitungsbénder an die experimentell ermittelten Werte am I'-

Punkt (InP: 1.42 eV, InAs: 0.41 eV) angepait. Die Bulkbandstrukturen (links) wer-
den auf die Oberflichenbrillouinzone projiziert (rechts).
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Abbildung 6.5: Bulkbandstrukturen von GaAs und AlAs: Die Bandliicken sind
durch Verschiebung der Leitungsbénder an die experimentell ermittelten Werte am
I'-Punkt (GaAs: 1.52 eV, AlAs: 3.13 eV) angepafit. Die Bulkbandstrukturen (links)
werden auf die Oberflichenbrillouinzone projiziert (rechts).
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6.5 Die atomare Relaxation der Oberfléche

Fiir AlAs, InAs und InP wird die Strukturrelaxation fiir verschieden grofie Super-
zellen durchgefiihrt. Die Anzahl der Atomlagen, die relaxiert werden, wird variiert.
Die Ergebnisse der Rechnungen mit verschiedenen k-Punkt-Sétzen, und mit einer
Basis aus ebenen Wellen bis 2u gmas = 3.5 bis 4.54/Ry werden verglichen.

6.5.1 Globale Konvergenz

Die elektronische Selbstkonsistenz wird durch Potentialmischen mit Mixingparame-
ter a = 0.5 erreicht. Es werden vier Davidson—Kosugi-Schritte pro Selbstkonsistenz-
schritt durchgefiihrt. Die Dimension des Davidsonunterraums wird auf 3 X Naze
(drei mal die Anzahl der elektronischen Zusténde) festgelegt.

Startpositionen fiir die atomare Relaxation sind die idealen Bulklagen. Der erste
Quasi~-Newton-Schritt wird durch eine Debye-Temperatur von 330 K festgelegt,
wobei die maximal zuldssige Schrittweite 0.15 au. betragt.

In Tabelle 6.7 ist skizziert, wie die Konvergenz von Kraft §F, Atompositionen 07
und Energie §Ey;; zusammenhingen. Dies sind natiirlich nur grobe Richtwerte, die
von System zu System schwanken.

Ny | 6F 67 o L)
T Atom
m,
Gir| [eu] [ao] [mRy]
5 100 5x107 5x10—° 107

10 10° 5x107° 5x10™%¢ 10-2
15 10-! 5x10™% 5x10-5 104
20 102 5%x107% 5x10~% 10°8

Tabglle 6.'.7 : Konvergenz der Strukturrelaxation: Die Kraft konvergiert in etwa qua-
dratisch mit der Anzahl der Quasi~Newton-Schritte V. Mdyn, die Atompositionen
ebenso. Die totale Energie konvergiert quadratisch mit der Kraft.

Dieses Konvergenzverhalten wird strenggenommen nur im Einzugsbereich eines qua-
dratischen Energieminimums erwartet. Fiir die Relaxation der (110) Oberfléche aller
von uns untersuchten III-V Halbleiter stellt sich heraus, da8 sich die unrelaxierte
Oberflache bereits im Einzugsbereich der Minimumkonfiguration befindet. Bei der
atomaren Relaxation anderer Systeme ist dies nicht immer der Fall.

Realistisch gesehen kann die Pseudopotentialmethode verschiedene atomare Konfi-
gurationen, die in der totalen Energie ~ mRy pro Atom auseinanderliegen, energe-
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tisch gerade noch unterscheiden. Dazu reicht es auf jeden Fall, die Krifte bis auf
IOO[%EX] auszukonvergieren. v

In unseren Rechnungen werden, auch um die Konvergenz der Computerimplemen-
tation zu testen, alle kartesischen Kraftkomponenten bis auf §F < 10‘2[ma—§_z] aus-
konvergiert. In den Atomkoordinaten entspricht dies einer Konvergenz der einzelnen
kartesischen Komponenten bis auf 67 < 5 X 10~5[au.]. In Einheiten der kubischen
Gitterkonstanten a, entspricht dies einer Genauigkeit von §7 < 5 x 10~° lao). Dies
ist, was die numerische Konvergenz betrifft, weit genauer als die Pseudopotential-
methode selbst.

6.5.2 Notation

Die Spiegelsymmetrie o, bleibt auch wahrend der Strukturrelaxation erhalten, i.e.
die Atome relaxieren nicht in [110]-Richtung. Daher sind zwei Koordinaten pro Atom
ausreichend, um die Relaxation zu beschreiben. Es werden zwei unterschiedliche
Notationen fiir die Atompositionen benutzt:

Al,x
«———
D e
daz,x A
Az
da3,x’ Asy

Az, | o m—
A3,3:

Abbildung 6.6: Strukturparameter: Im linken Bild sind die absoluten Verscl.ﬁeb}m-
gen der Atome aus ihren unrelaxierten Bulkpositionen skizziert. Im rechten Bild sind

die relativen Abstinde der relaxierten Atome skizziert.

e Einmal werden die absoluten Verschiebungen der Atompositionen aus ihren
unrelaxierten Bulklagen festgehalten (Abbildung 6.6, linkes Bild und Tabelle
6.8). Dies geschieht in relativen. Einheiten der tetragonalen Einheitsze.lle, dh
in [001]-Richtung in Einheiten von a = ao und in [110}-Richtung in Einheiten
von b = 7"‘5 Die unrelaxierte Oberflichenlage wird in die (z = 0)-Ebene gelegt.

e Zum anderen werden auch die Abstinde der relaxierten Atome festgehalten
(Abbildung 6.6, rechtes Bild und Tabelle 6.9). Sie werden.in Einheiten der
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III-V (110) (1 x 1)-Relaxation
Gitterkonstanten: a = ay, b= %, ¢ = 90°

Lage | Atom |0z dz [y =2 z

[a] [b]][b] [a] [B]
Superzelle || unrelaxierte Oberfliche
1 Apion || oz 6z 00 1O 00

Kation || 6 & [ 0.5 025 0.0

2 Kation || 03 462, || 0.0 0.75 -0.5

Anion | 6% &5, 05 05 -05

3 | Anion &3 63, |00 1.0 -1.0

Kation || 63, 62, | 0.5 0.25 -L.0

4 Kation 6,‘_?,1 6t 110.0 0.75 -1.5

C.

Anion || 6% &, |05 05 -15

Tabelle 6.8: III-V (110) Strukturrelaxation: Die absoluten Verschiebungen der Ato-
me aus ihren unrelaxierten Positionen werden in relativen Einheiten angegeben.

IV (110) (1 x 1)-Relaxation

Gitterkonstanten: a = ag, b= 75, ¢ = 90°

Lage | A;1  Aig digr1,.  digriz | Qi1 Dig diit1,t  Giitie

b] [075xa] [05xb] [0.5xal{[b] [0.75xa] [0.5xDb] [0.5x a

Superzelle unrelaxierte Oberfliche

1 Ay A diz, L di2, 00 1.0 1.0 1.0

2 Dy, Agg dos, 1 dosz 00 1.0 1.0 1.0

3 Az, D3z day d3s,z 00 1.0 1.0 1.0

4 Ay Age das, 1 45,z 00 1.0 1.0 1.0

Tabelle 6.9: III-V (110) Strukturrelaxation: Die Abstinde der relaxierten Atome
untereinander werden in relativen Einheiten angegeben.

entsprechenden unrelaxierten Bulkabstinde aufgeschrieben. Sind die unrela-

xierten Bulkabstinde 0, so werden wie oben die relativen Einheiten der tetra-
gonalen Einheitszelle benutzt.

Der Grund fiir die zwei unterschiedlichen Notationen ist folgender:
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e Die relativen Abstéinde der Oberflichenatome konvergieren mit zunehmender
Zellgrofe schneller als die absoluten Verschiebungen relativ zu den unrelaxier-
ten Bulkpositionen.

e In der Literatur wird oft nur ein unvollstindiger Satz von relativen Abstinden
angegeben, aus dem sich die absoluten Verschiebungen nicht ausrechnen lassen.
Diese enthalten aber die vollstindige Information, auf die hier nicht verzichtet
werden soll.

6.5.3 Konvergenz mit der Systemgrofie

Zunéchst wird am Beispiel von AlAs die Konvergenz der Rechnungen mit der Sy-
stemgréfe untersucht. Dabei werden zunichst die GréSe der Superzelle und die
GroBe des k-Punkt—Satzes (Gleichung (6.1)) variiert. Die GroSe des Vakuums 3%‘1
bleibt fest und entspricht genau 3.5 Atomlagen iiber jeder. Oberfliche, also insge-
samt 7 Atomlagen. Dies ist ausreichend, da die Wellenfunktionen sehr schnell ins
Vakuum hinein abfallen. Die Rechnungen werden mit g,,, = 3.54/Ry durchgefiihrt.
Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.10 festgehalten.

Festzustellen ist, daf} es kaum Abhingigkeiten von der Anzahl der Atomlagen gibt.
Bereits beim kleinsten méglichen System mit 5 Atomlagen sind die Verschiebungen
der Atome aus ihren unrelaxierten Bulkpositionen bis auf eine relative Genauigkeit
von 67 < 5 x 10~* auskonvergiert. Zwischen den Zellen mit 7 und 9 Atomlagen ist
nur noch ein Unterschied 67 < 1 x 10~2 erkennbar.

Auch der kleinste untersuchte s—Punkt—Satz ist mit 2x4x4 k-Punkten in der Bril-
louinzone der Superzelle auf vergleichbare Genauigkeit auskonvergiert. Nutzt man
die Symmetrie der Zelle aus, so entspricht dies 4 k-Punkten in der irreduziblen Bril-

louinzone. In Einheiten der reziproken Gittervektoren sind dies: { (3,3,3), (3,5, %)

(3 %, % ) (%, 3,3) }. Im folgenden wird nur noch dieser E-Punkt-Satz verwendet.

6.5.4 Konvergenz mit der Anzahl der relaxierten Lagen

Auch die Konvergenz der Rechnungen mit der-Anzahl der Lagen wird untersucht.
Dabei werden drei verschiedene ZellgréBen verglichen, Superzellen mit 5, 7 und 9
Atomlagen. Wieder werden die beiden &quivalenten (110) Oberflschen der Superzelle
durch Vakuum getrennt, welches insgesamt 6 Atomlagen entspricht. In jeder Super-
zelle wird nur die mittlere Lage festgehalten. Das bedeutet, daf in den drei Zellen
4,6 bzw.8 Lagen relaxiert werden, je 2,3 bzw.4 auf jeder Seite. Auch diese Rechnun-
gen werden mit gmes = 3-54/Ry durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.11
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festgehalten.

Die Ergebnisse hiingen signifikant von der Anzahl der relaxierten Lagen ab. Rela-
xationen der unteren Atomlagen pflanzen sich bis zur Oberfliche fort, die relativen
Abstinde der oberen Lagen idndern sich jedoch nur wenig. Daher werden fiir diese
Testreihe auch die relativen Abstinde der relaxierten Atome untersucht (Tabelle
6.12). Diese konvergieren fiir die &ufleren Atomlagen sehr viel schneller als die abso-
luten Verschiebungen aus den unrelaxierten Bulklagen. Insgesamt reicht schon die
kleinste Zelle (5 Atomlagen) aus, die Oberflichenrelaxation genau zu beschreiben.

6.5.5 Konvergenz mit der Anzahl der ebenen Wellen

Fiir InAs wird am Beispiel der kleinsten Superzelle (Zelle mit 5 Atomlagen) die
Konvergenz mit der GroSe der ebene Wellen Basis untersucht. Dazu wurden Struk-
turrelaxationen mit verschiedenen ebene Wellen Cutoffs durchgefiihrt (gpnqr = 3.5,
4.0 und 4.5 +/Ry). Zwei verschiedene theoretische Gitterkonstanten wurden verwen-
det, die mit gmqes = 3.5 +/Ry bzw. 4.5 +/Ry berechnet wurden (siehe Tabelle 6.3).
Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.13 festgehalten. Die Rechnungen sind bei gme: =
3.5 +/Ry schon sehr schén auskonvergiert. Dies zeigt der Vergleich der Ergebnisse
der Strukturrelaxationen bei gp., = 3.5 bzw. 4.5 4/Ry, die mit den passenden Git-

terkonstanten 6.03347 A bzw. 6.01264 A durchgefithrt wurden (Tabelle 6.13 links
oben bzw. rechts unten).

6.5.6 Vergleich mit der Literatur

Unsere Strukturparameter der (110) Oberfliche werden mit Literaturwerten ver-
glichen. Die experimentellen Daten aus LEED-Messungen sind den Tabellen aus
[Kah83b, BESS, AHS91] entnommen und auf die hier tabellierten GréSen (Tabellen
6.14 und 6.15) umgerechnet. Die theoretischen Literaturwerte stammen aus Pseu-
dopotentialrechnungen [AHS91). A

Insgesamt zeigen alle hier untersuchten III-V Halbleiter die gleiche Strukturrelaxati-
on. Alle experimentell und theoretisch ermittelten Werte stimmen recht gut iiberein:

e Haupteffekt der Relaxation ist die senkrechte Verschiebung der Oberfléiche-
natome Ay, und dyp,; sowie die Parallelverschiebung dig der ersten Ober-
fischenlage gegeniiber der zweiten in [001] Richtung. Diese Verschiebungen sind

~ 1A — 24 grof und alle experimentellen und theoretischen Werte stimmen
auf ~ 0.05A genau iiberein.
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o Verschiebungen der GréSenordnung ~ 0.1A werden noch in Richtung und
Groéflenordnung richtig beschrieben.

o Alle Relaxationswinkel stimmen auf wenige Prozent genau iiberein.

¢ Die Bindungsléngen der Oberflichenatome bleiben bis auf einige Prozent ge-
geniiber dem Bulk unverdndert. Diese Aussage it sich experimentell wie
theoretisch bestitigen. Die genaue Anderung der Bindungslingen stimmen
mit den experimentellen Resultaten nicht iiberein. Dies liegt nicht an der man-
gelnden numerischen Konvergenz. Die Unterschiede zu anderen Pseudopoten-
tialrechnungen und die Unterschiede verschiedener experimentell ermittelter
Werte lassen vermuten, daf§ sowohl die Pseudopotentialmethode als auch die
Experimente dafiir nicht genau genug sind.
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‘ AlAs (110) (1 x 1)-Relaxation
berechnete Gitterkonstanten: a = 5.62904, b = T5 p=90°
experimentelle Gitterkonstanten: a = 5.6607A, b= 5 o =90°
Lage | Atom || 4z oz 0z oz 0z oz
(a] (v} ltal  ip]  |la]  [b]
Konvergenz mit der Anzahl der Atomlagen: ( (2 x 4 x 4) k-Punkte)
5 Lagen 7 Lagen 9 Lagen
1 As -0.028374  0.058172 || - 0.028279  0.058101 |j - 0.028265  0.057917
Al - 0.072075 - 0.115138 || - 0.071730 - 0.114695 || - 0.071717 - 0.114754
2 Al 0.009506  0.021082 | 0.009640  0.020976 0.009580  0.020880
As 0.006821 - 0.000709 {| 0.006754 - 0.001075 || 0.006755 - 0.001108
3 As 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
Al 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
k~Punkt-Konvergenz: (5 Atomlagen)
(2 x 4 x 4) k-Punkte | (4 x 4 x 4) k-Punkte | (2 X 6 X 6) k-Punkte
1 As - 0.028374  0.058172 || - 0.028380  0.058287 |[ - 0.028329  0.056997
Al - 0.072075 - 0.115138 || - 0.072091 - 0.115104 || - 0.072074 - 0.115569
2 Al 0.009506  0.021082 | 0.009517  0.021154 | 0.009325  0.020504
As 0.006821 - 0.000709 | 0.006818 - 0.000674 || 0.006954 - 0.000944
3 As 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
Al 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
k-Punkt-Konvergenz: (9 Atomlagen)
(1x 4 x 4) k-Punkte | (2 x 4 x 4) k-Punkte || experimentell
[Kah83b)(ELEED)
1 As - 0.028282  0.057963 || - 0.028265  0.057917 || - 0.058 0.010
Al - 0.071709 - 0.114639 || - 0.071717 - 0.114754 || - 0.087 - 0.152
2 Al 0.009602  0.020905 || 0.009580  0.020880 || 0.0 0.015
As 0.006732 - 0.001057 || 0.006755 - 0.001108 || 0.0 - 0.015
3 As 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
Al 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Tabelle 6.10: AlAs (110) Strukturrelaxation: Konvergenz mit der Anzahl der Atom-

lagen in der Superzelle und mit der Anzahl der 5~Punkte: Es werden jeweils die bei-
den obersten Atomlagen relaxiert. Der ebene Wellen Cutoff betragt gner = 3.54/Ry.
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ITI-V (110) (1 x 1)-Relaxation

Konvergenz mit der Anzahl der relaxierten Lagen

Lage | Atom | 4z 0z oz oz 0z 0z
[a] [b] [a] [b] [a] [b]
AlAs ' InAs InP
a=56200A, b=2 |a=603354, b== |a=585494 b=2
Superzelle: 5 Atomlagen, 4 relaxiert
1 An - 0.028374  0.058172 || - 0.032466  0.059214 || - 0.029588  0.055102
Ka - 0.072075 - 0.115138 (| - 0.070975 - 0.113138 | - 0.068057 - 0.107651
2 Ka 0.009506  0.021082 | 0.009070  0.017495 | 0.008023  0.016739
An 0.006821 - 0.000709 || 0.006901 - 0.003872 || 0.006637 - 0.003382
Superzelle: 7 Atomlagen, 6 relaxiert
1 An - 0.031832  0.063741 || - 0.035664  0.062204 || - 0.033397  0.057441
Ka - 0.076436 - 0.112298 || - 0.075252 - 0.113637 || - 0.072899 - 0.108603
2 Ka 0.004162  0.028739 | 0.003278  0.023079 || 0.001745 0.021665
An 0.002130  0.001137 | 0.001905 - 0.005820 || 0.001124 - 0.005365
3 An - 0.005060  0.008959 [ - 0.004904  0.006770 || - 0.004961  0.006411
Ka - 0.001496 - 0.001804 || - 0.002760 - 0.004955 || - 0.003097 - 0.005397
Superzelle: 9 Atomlagen, 8 relaxiert
1 An - 0.029025  0.067205 | - 0.032207  0.063082 | - 0.029991  0.058064
Ka - 0.073909 - 0.109636 | - 0.072149 - 0.113863 || - 0.069787 - 0.108993
2 Ka 0.006546  0.032666 | 0.006169  0.024550 | 0.004659  0.022792
An 0.004644  0.003574 | 0.004896 - 0.006376 || 0.004111 - 0.006081
3 An - 0.002259  0.013493 || - 0.001515  0.008814 | - 0.001638  0.008014
Ka 0.001270  0.000160 || 0.000603 - 0.006254 | 0.000192 - 0.006742
4 Ka 0.002252  0.005999 || 0.002204  0.004148 | 0.002075  0.003695
An 0.001025  0.000207 || 0.002010 - 0.002752 || 0.001991 - 0.002700

Tabelle 6.11: ITI-V (110) Strukturrelaxation: Konvergenz Atomverschiebungen mit
der Anzahl der relaxierten Atomlagen: In jeder Zelle bleibt nur die mittlere Atomlage

unrelaxiert. Der ebene Wellen Cutoff betrigt gmaz = 3.5v/RY.
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II-V (110) (1 x 1)-Relaxation

Konvergenz mit der Anzahl der relaxierten Lagen

Lage

AV
[b]

Ai,:c
[2a]

diiv1,2
[3a]

diiv1,1
[30]

JAVH]
[b]

Ai,z

[Fal

diit1,z
[3al

digt1,1
[3b]

AlAs
Gitterkonstanten: a = 5.6290, b = %

InAs
Gitterkonstanten: o = 6.0335, b= 5

Superzelle: 5 Atomlagen, 4 relaxiert

0.173310
0.021791

1.058268
0.996420

0.727560 1.163162
0.998582 1.019012

0.172352 1.051346
0.021367 0.997108

0.738734
0.992256

1.16009
1.01814

Superzelle: 7 Atomlagen, 6 relaxiert

w

0.176039
0.027601
0.010763

1.069473
0.997292
0.995247

0.717926 1.161196
0.984358 1.011315
0.996392 1.002991

0.175840 1.052784
0.028899 0.998169
0.011725 0.997141

0.726568
0.974819
0.990090

1.157060
1.012077
1.005520

Superzelle: 9 Atomlagen, 8 relaxiert

B W N

0.176843
0.029093
0.013333
0.005792

1.059845
0.997464

0.715392 1.160910
0.980162 1.010551
0.995294 0.988321 1.001963
0.998364 1.000414 1.004504

0.176945 1.053256
0.030926 0.998302
0.015069 0.997176
0.006900 0.999741

1.156636
1.011132
1.003202
1.004409

0.723173
0.969619
0.979196
0.994497

InP
Gitterkonstanten: ¢ = 5.8549, b = %

Superzelle: 5 Atomlagen, 4 relaxiert

0.162753 1.051293 0.751219 1.152161
0.020121 0.998152 0.993237 1.016047

Superzelle: 7 Atomlagen, 6 relaxiert

w

0.166044 1.052669 0.739465 1.149288
0.027030 0.999172 0.976449 1.009685
0.011808 0.997515 0.989205 1.006194

Superzelle: 9 Atomlagen, 8 relaxiert

B W N

0.167057 1.053060 0.736431 1.148891
0.028873 0.999270 0.971811 1.008934
0.014756 0.997559 0.979126 1.003765
0.006395 0.999889 0.994600 1.004149

Tabelle 6.12: III-V (110) Strukturrelaxation: Konvergenz der Atomabstinde mit
der Anz.a,hl der relaxierten Atomlagen: In jeder Zelle bleibt nur die mittlere Atomlage
unrelaxiert. Der ebene Wellen Cutoff betriigt gmqs = 3.54/Ry.
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InAs (110) (1 x 1)-Relaxation
Konvergenz mit der Anzahl der ebenen Wellen
Lage | Atom || 4z 0z 0z 0z 0z oz
[a] [b] [a] [b] [a] [b]
it gmas = 3.5v/Ry berechnete Gitterkonstanten: a = 6.033474, b= %, o = 90°
gmaz = 3.54/Ry gmaz = 4.0/Ry Imaz = 4.54/Ry
1 As - 0.032466  0.059214 || - 0.031893  0.057945 || - 0.031705  0.055701
In - 0.070975 - 0.113138 || - 0.071062 - 0.115864 || - 0.071283 - 0.117743
2 In 0.009070  0.017495 || 0.009176  0.016909 | 0.008843  0.015758
As 0.006901 - 0.003872 || 0.007292 - 0.004672 [ 0.007356 - 0.005374
3 As 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
In 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
mit gmes = 4.54/Ry berechnete Gitterkonstanten: a = 6.012644, b = 5 p=90°
Gmez = 3.5v/Ry Omaz = 4.04/Ry Omaz = 4.5v/Ry
1 As - 0.033504  0.066337 || - 0.032800  0.065099 || - 0.032608  0.062761
In - 0.070468 - 0.106821 || - 0.070450 - 0.109559 || - 0.070748 - 0.111548
2 In 0.009970  0.020731 || 0.010105  0.020222 | 0.009702  0.019012
As 0.006538 - 0.001568 || 0.007000 - 0.002416 || 0.007038 - 0.003132
3 As 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
In 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Tabelle 6.13: InAs (110) Strukturrelaxation: Konvergenz mit der Anzahl der ebe-
nen Wellen: Es wurden jeweils die beiden obersten Atomlage.n relaxiert. Strukturre-
laxationen werden mit verschiedenen gmger durchgefithrt. Mit gmaz = 3.5v/Ry und

Imaz

= 4.5/Ry berechnete Gitterkonstanten werden verwendet.
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III-V | Ref. ap Ayr Ay dizy dizg B Doy
A B B B¥ B B [
Bulk 0.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.0000 1.0000
InAs [Kah83b] 6.0585 | 0.182 1.097 0.706 1.188 0.033 -
[MDC85] 6.0585 | 0.184 1.055 0.622 1.116 -~ -
[AHS91] 6.036 |0.183 1.101 0.701 1.192 0.033 -
wir,12.25Ry 6.0335 | 0.176 1.052 0.727 1.153 0.029 0.998
wir,20.25Ry 6.0126 { 0.174 1.051 0.739 1.161 0.022 0.996
[AHS91],8Ry |5.844 | 0.169 1.062 0.708 1.150 0.030 -
[AHS91),18Ry | 5.861 | 0.181 1.061 0.697 1.159 0.031 -
InP [Kah83b] 5.8695 | 0.166 1.041 0.663 1.177 0.034 -
[ChaT79] 5.8695 | 0.157 1.041 0.740 1.136 0.027 -
[MDCS5] 5.8695 | 0.195 1.034 0.624 1.119 - -
[AHS91] 5869 |0.176 1.045 0.747 1.152 0.034 -
wir,12.25Ry 5.8549  0.166 1.053 0.740 1.149 0.027 0.999
[AHS91],8Ry |5.678 | 0.159 1.063 0.721 1.142 0.027 -
[AHS91],18Ry { 5.662 | 0.167 1.064 0.717 1.136 0.029 -
AlAs | [Kah83b] 566 |0.162 1038 0665 1173 0030 -
wir,12.25Ry 5.6290 | 0.176 1.059 0.718 1.161 0.028 0.997

Tabelle 6.14: Atomare Abstéinde der Oberflichenatome: Verglichen werden experi-
mentelle Werte (obere Zeilen) aus LEED-Experimenten mit unseren und anderen

Pseudopotentialrechnungen (untere Zeilen)




6.5. DIE ATOMARE RELAXATION DER OBERFLACHE

ITI-V | Ref. w o B v | dcray  dcpay  dOcian
[o] | [o] o] [o]] [% [%]  [%]

bulk 0.0 | 109.5 109.5 109.5| 0.00 0.00 0.00
InAs | [Kah83b] 31.0| 87.5 1164 121.8] -39 21 14
[MDC85] 32.0 | 91.0 1103 1248| -05 -28 -
[AHS91] 36.6| 87.3 117.0 1215 -42 20 15
wir,12.25Ry | 30.6 | 89.1 110.7 124.3|-0.74 0.3 -0.95
wir,20.25Ry | 30.2 | 89.0 1105 124.3|-0.65 0.92 -0.91
[AHSO1],8Ry |30.7| 90.1 1125 123.3|-1.80 -0.22 -2.00
[AHS91],18Ry | 32.0 | 88.9 1114 123.9|-1.18 -0.18 -1.82

InP | [Kah83b] 28.1| 90.3 109.7 1248| -02 -74 -1.7
[Cha79] 26.5 | 91.7 1104.1238| -06 -1.0 -21
[MDCS85] 31.8| 89.7 106.6 1266| 1.8 -3.3 -
[AHS91] 29.9 | 89.0 1095 1247 -00 1.6 05
wir,12.25Ry | 29.2 | 90:2 1114 123.7| -1.18 058 -1.02
[AHS91],8Ry |20.2| 914 1137 1224 | -247 -0.04 -2.28
[AHS91],18Ry | 30.1 | 904 1125 123.2| -1.78 -0.23 -1.89

AlAs | [Kah83b] 273 | 90.8 109.5 124.9| -0.04 -7.84 -2.29
wir,12.95Ry | 31.2 | 89.0 111.6 123.9| -120 038 -1.30

Tabelle 6.15: Relaxationswinkel und Anderung der Bindungslingen: Verglichen

werden experimentelle Wert
ren und anderen Pseudopotenti

e (obere Zeilen) aus LEED-Experimenten mit unse-
alrechnungen (untere Zeilen) dc;a; ist die Bin-

dungslingensinderung zwischen dem Kation der i’ten Lage und dem Anion der j'ten

Lage.
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6.6 Die elektronische Struktur der Oberfliche

Am Beispiel von InP wird die elektronische Struktur der (110) Oberfliche im Detail
untersucht. Superzellen mit 9, 13 und 17 Atomlagen werden verwandt. Die beiden
obersten Atomlagen einer jeden Oberfliche sind relaxiert, fiir die inneren 5, 9 bzw.13
Atomlagen werden die idealen Bulkpositionen angenommen. Abgeschlossen wird die
Superzelle auf jeder Seite mit 4 Atomlagen entsprechendem Vakuum. Die Struktur-
relaxation wurde in der 9-Lagen—Zelle durchgefiihrt. Die relaxierten Atompositionen
dieser Zelle werden fixiert und fiir die grofieren Zellen iibernommen.

Da die Superzelle endlich ist, enthilt sie eine diskrete, endliche Anzahl von elektroni-
schen Zustinden. Diese werden parallel zur Oberfliche durch den zweidimensionalen
Wellenvektor E" und den Bandindex v charakterisiert.

Fiir die Berechnung des selbstkonsistenten Potentials bzw. der selbstkonsistenten
Ladungsdichte wird die Energiedispersion der elektronischen Zusténde beziiglich 13"
genauso wie bei der atomaren Strukturrelaxation durch vier spezielle k~Punkte (sie-
he Kapitel 3.2) in der irreduziblen Oberflichenbrillouinzone (irr-OBZ)beschrieben.
Dies entspricht 16 k—Punkten in der totalen OBZ.

Fy=hy+2k, =13 j=1,3 (62)

Mit diesem Potential werden die Gréfien, die die elektronische Struktur der Ober-
fliche beschreiben, ausgerechnet. Dies sind die Bandstruktur €%y die Ladungs-

dichtekonturen ‘\Il (r)l der einzelnen Zustinde Vg (7), sowie die aus diesen
berechnete lokale Zustandsdlchte piok (7, B).

ot (7, B) = 5 fo —opg 1%, O[5 (B~ ) (6.3)

Die E"—-Dispersion der elektronischen Struktur wird an dieser Stelle durch 6 x 6
gleichverteilte k~Punkte in der irr-OBZ beschrieben.

ey

ki = Eky + lokz, t=0.5, j=0.5 (6.4)
Dies entspricht 100 £~Punkten in der totalen OBZ. Die E—Punkt—-lntegration wird
durch gewichtete Summation ausgefiihrt, wobei die Eckpunkte das Gewicht 0.01,
die Randpunkte 0.02 und die Punkte im Inneren der irr~OBZ das Gewicht 0.04
bekommen.

Es existieren mehrere prinzipielle Schwierigkeiten, die i () und die € als
“wahre” Wellenfunktionen und Energiebsnder zu 1nterpret1eren "
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e Strenggenommen sind die Eigenwerte und die Wellenfunktionen in der Dich-
tefunktionaltheorie lediglich mathematische HilfsgroBen. Ahnlich dem Koop-
man’schen Theorem der Hartree-Fock—Theorie ist es trotzdem im allgemeinen
moglich, Eigenwerte und Einteilchenwellenfunktionen als solche zu interpretie-
ren [JG89]. Viele Jahre praktischer Erfahrung mit der DFT zeigen, daff dies
immer der Fall ist, solange die Zusténde nicht zu sehr lokalisiert sind. Da sogar
die im Vergleich zu Oberflichenzusténden viel stérker lokalisierten d-Zusténde
der Ubergangsmetalle noch verniinftig beschrieben werden, ist dies sicher auch
fiir alle Zustéinde unseres Systems der Fall.

e Unsere Oberflichen—-Superzelle ist senkrecht zur Oberfliche endlich. Insbe-
sondere besteht sie aus endlich vielen Lagen Bulk. Véllig analog zum Pro-
blem wechselwirkungsfreier Elektronen in einem eindimensionalen Potential-
kasten stellen sich Quantentrogzustinde (“Quantum~well-states”) ein, deren
einhiillende Kontur von der Linge des Bulks (bzw. der Linge des Kastens)
abhingt. Dies ist vollig unphysikalisch. Trotzdem wird die elektronische Struk-
tur des Bulks in gewisser Weise “richtig” durch diese Quantentrogzusténde
beschrieben (siehe Kapitel 6.6.1).

e Die Superzelle ist spiegelsymmetrisch zur Mittelebene 0. Wegen dieser Spie-
gelsymmetrie wird fiir alle Zusténde Symmetrie bzw. Antisymmetrie beziiglich
dieser Spiegelebene erzwungen. Oberflichenzusténde, deren Uberlapp im Bulk
vernachlissigbar ist, sind somit zweifach entartet (symmetrisch und antisym-
metrisch). Oberfldchenresonanzen, deren Uberlapp nicht vernachléssigbar ist,
spalten energetisch auf. Auch dies ist unphysikalisch. Nun ist es aber so, da8
die unphysikalische Anschlufibedingung von der Mitte der Superzelle aus zum
Rand hin “ausheilt”, d.h. die Ladungsdichtekonturen der Zusténde im Bereich
der Oberfliche und dariiber hinaus deren Abfall ins Vakuum hinein sind sehr
wohl physikalisch interpretierbar und damit auch die lokalen Zustandsdichten

(siehe Kapitel 6.6.2).

6.6.1 Quantentrogzustinde

Die Variation der Bulkzustinde der Oberflichen—Superzelle in [110]-Richtung (L zur
Oberfliche) &hnelt sehr stark den Zusténden eines eindimensionalen (1d-)Potentialkastens:

VL(m)={ 0 0SaSL g oy \/%sin(\/E_nm), Epn = (1’—:)2

oo x>L
‘ (6.5)
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Dies ist in Abbildung 6.8 festgehalten. Links sind die Zustinde des 1d—Potentialka-
stens |®p, (x)]® skizziert, rechts jeweils die Zustinde der grofen InP-Oberfldchen-
Superzelle (17 Atomlagen). Die Ladungsdichtekontur der Superzellenzusténde wurde
dabei iiber die (110) Ebenen integriert, um die Quantentrogstruktur zu verdeutli-
chen:

2
‘I'ié“,u (7) — ‘I’ié“,u("’) = \/ f dy dz I\If,;“,,,(a:, Yy z)l (6.6)

Die Einhiillenden der niedrigsten besetzten Bulkzustinde sehen, abgesehen von der
durch die Atomlagen bestimmten Feinstruktur, den Zustinden des Kastenpoten-
tials sehr dhnlich. Die obersten besetzten Bulkzustinde zeigen ebenfalls deutlich
das Verhalten von Quantentrogzustéinden.

Die Frage, inwieweit die Quantentrogzustinde Bulkeigenschaften représentieren, 148t
sich am einfachen Modell des 1d-Potentialkastens analytisch studieren.

Zunichst wird die diskrete Summation iiber die Zustinde ®g,, durch eine Energie-
integration ersetzt:

1 dn

L
; ~ anJ 4B

27r\/E

Der Kontinuumslimes (I — co) der diskreten lokalen Zustandsdichte p{='? 148t
sich mit (6.7) und (A.49) leicht analytisch vornehmen:

(6.7)

dE—>/dE

Epn=E

Pglléld) (:L‘, E) = Z I@ELn (:L')|2 é.(E - ELn) | | (6'8)
1 n
pl(:;,m) (z,B) = 271_I:/E |‘I>E(a:)|2 _ 5;1“/_5 (1 - cos(2\/E:v)) (6.9)

Durch diesen Kontinuumslimes wird das halbunendliche 1d—Elektronengas mit der
(x=0)-Grenzfliche beschrieben. Dieser Limes oszilliert mit ¢ = 2/F um die réum-
lich konstante lokale Zustandsdichte Wlﬁ des freien 1d-Elektronengases. Zu erwar-
ten ist aber, dafl der Kontinuumslimes fiir grofe X, i.e. (0 € £ < L) in irgendeiner
Form gegen das unendlich ausgedehnte System konvergiert. :

Die lokale Zustandsdichte ist als Distribution zu verstehen, d.h. nur integrierte

Grofen sind physikalisch von Bedeutung. Dies sind z.B. die Ladungsdichte, aber

auch die integrierte lokale Zustandsdichte Z,(ol,f) (z,E).

B
Zin(0,B) = [ dB' pua(o, ) (6.10)

Unter Zuhilfenahme einiger trigonometrischer Formeln (siehe Anhang A: Seite 167)
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ergibt sich:

Z& (g Ny = Z|<1>EL @)} =

n=1

sin( Nz
1- Nsig (L g cos ((N+ 1)—:1:))

=
—

_ N 1 sin ((2N + 1)%:1:)
- = (1+ W~ e (5) )(6.11)
00,1 0,1 VE sin (VEz
25 (2, B) = / dEpS ) (2 r,E) = — (1 - —\/—Ea—:——)-cos (\/E’_w))
_VE sin (2\/25:1:)

Fiir groBe Zahlen N und mit z < L 148t sich der sin(Zz) im Nenner entwickeln und
die diskrete Gleichung (6.11) geht mit Ordnung © ( N) in den Kontinuumslimes
(6.12) iiber:

Nrw
2029 (2, N) - ,‘::“"(z,E=<——)2) (6.13)

Fiir grofie x konvergiert Z,(:,f ) (z, E) mit Ordnung O ( ) gegen den rdumlich kon-
stanten Wert des freien 1d-Elektronengases ¥ YE Die diskrete Z‘IIE,I,'C o1d) (z,N) konver-
glert ebenfalls fiir grofe x, ie. (0 <€ z < L), mit Ordnung O (z, N) gegen den
raumlich konstanten Wert des freien 1d-Elektronengases %r:
Kontinuumseigenschaften werden also immer dann verniinftig beschrieben, wenn
tiber gentigend viele diskrete Zustinde &, summiert (gemittelt, integriert) wird.
Fiir grofie Entfernungen x von der Oberfliiche werden nur diejenigen Eigenschaften
des unendlich ausgedehnten Systems erreicht, die durch Integration iiber geniigend
viele Zustinde beschrieben werden. Dies ist z.B. bei der eindimensionalen lokalen
Zustandsdichte p§:,‘;’1") (z, E) nicht der Fall.

Im dreidimensionalen Festkérper hingegen mit zweidimensionaler Oberfliche kon-
vergiert weit weg von der Oberfliche auch die lokale Zustandsdicgte gegen die des
Bulks. Der dafiir notwendige Mittelungsprozess wird durch die kj—Dispersion er-
reicht. ;
Um nur die Diskretisierung senkrecht zur Oberfliche zu analysieren, kann die &y~
Dispersion durch ein freies 2d-Elektronengas in der yz—Ebene simuliert welzden.
Die Energie eines Zustands setzt sich also aus dem diskreten Quantentrog—Beltrafg
Er, und dem kontinuierlichen Beitrag Ej des 2d-Elektronengases zusammen. Die

Zustandsdichte des 2d-Elektronengases ist gleichverteilt in Bj. Fiir die lokale Zu-

' standsdichte p{%°? (z, E) ist also iiber alle B, zu summieren (im Limes (L — c0)
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zu integrieren), fiir die es ein positives B gibt mit B = E| + Ery, ie. iiber alle
(Brn < E). Unter Zuhilfenahme einiger trigonometrischer Formeln (siche Anhang
A: Seite 167) ergibt sich:

4 sin (NgT .
@, B) ~ X [em, @ = -JYLE (1—;\,—% (<NE+1)%m))
_ Ng 1 sin((2Ng +1)%3)
-z (1+ TN~ 2Npein (0) ) (6.14)
Ao (z, B / dB' oy (2, B') = -\-/7—1_—5 (1 sm% )cos (\/_ w))
_ VE sin (2\/Em)
= (1— _?I/E—) (6.15)

Dabei ist Ni die groSte natiirliche Zahl mit (£Ng < VE).
Fiir groie Zahlen Ng und fiir z < L geht die diskrete Gleichung (6.14) mit Ordnung
o (J—VI_;J-) in den Kontinuumslimes (6.15) fiber:

oz, B) = o (2, B) (6.16)

Fiir grofie x konvergiert p§§,‘c”3d) (z, E) mit Ordnung O ( ) gegen den rdumlich kon-

stanten Wert des freien 3d-Elektronengases ~ %r: Die diskrete p§f,;3d (z,E) kon-
vergiert ebenfalls fiir grofie x, i.e. (0 < z < L), mit Ordnung O (z, N) gegen den
réumlich konstanten Wert des freien 3d-Elektronengases ~ 31@

Fiir die integrierte lokale Zustandsdichte Z,(sd) (z, E) ergibt sich unter Zuhilfenahme

einiger trigonometrischer Formeln (siche Anhang A: Seite 167):
E Ng
250 E) = [ B @E) = Y (B-E)en, @ (617)

n=1
Eng 1
T {38 (1+ 57) ~ VB B

sin (2\/E_;E :z:)
o (Z si:«_;) {VErg+1Brse1 — E}
V ENE+1

+87r (% sin 1'13’3)
1

87r( sin %2

+

3 {3 cos (2 ENE+1:1:) <+ cos (2 ENE:B)}

{sin (2%:&) + sin (2\/171\,:%:1:)}
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d B
25w E) = | BT ) , (6.18)

_3_2_ (B) 3 w14 3cos (2\/_ a:) 3sin (Zx/-E—az)
m (2vEz)’ (2vEz)
Wieder ist Ng die grofite natiirliche Zahl mit (3Ng < VE).

Fir grofie Zahlen Ng und mit 2 < L geht die diskrete Gleichung (6.17) geht mit
Ordnung O ( ) in den Kontinuumslimes (6.18) tiber:

]

245 (@, B) > 253°(2, E) (6.19)

Fiir groBe x konvergiert Z,(:,f A (g, F) sogar quadratisch mit Ordnung O (_;}2-) gegen
den riumlich konstanten Wert des freien 3d-Elektronengases ~ EZ. Die diskrete
Z,‘,ﬁf") (a:,E) konvergiert ebenfalls fiir grofle x, i.e. (0 € z <« L), mit Ordnung
0 ( - -A}—m) gegen den rdumlich konstanten Wert des freien 3d-Elektronengases
~ E3.

Fir die Relaxation der atomaren Struktur ist entscheidend, wie gut die Bulkla-
dungsdichte in der Mitte der Superzelle erreicht wird. Die schnelle Konvergenz der
Gesamtladungsdichte n(®39(z) = = 2{%39) (5 Fr) gegen das freie 3d-Elektronengas
mit Ordnung O( ) 148t sich auf die Superzelle iibertragen. Die Relaxation der
atomaren Oberflichenstruktur konvergiert quadratisch mit der Dicke des Slabs. Die
elektronische Struktur hingegen konvergiert nur linear mit der Slabdicke. Auch hier
148t sich die Konvergenz von p;(,',’:’w) (z, B) mit Ordnung O (%) gegen das freie 3d-
Elektronengas auf die Superzelle iibertragen.

Der Vergleich zwischen den freien Elektronen im Potentialkasten und der Super-
zellenergebnisse ist in Abbildung 6.7 auf Seite 107 festgehalten. Alle Grofien des
Potentialkastens sind auf die entsprechenden Grofen des freien 3d~Elektronengases
normiert. Ein Wert von 1 bedeutet also freies 3d-Elektronengas.

Das Bild oben links zeigt 2\ (z, B) und £ (5 B) bei einer Energie von
(E = 0.5Ry). Das kleine emgefugte Bild zeigt die Abschitzungen (2vEz)' und

(2v/Ex)? des absoluten Fehlers fiir o 00.8d) (3, B) bzw. 2 #d)(. E). So erreicht z.B.
Z,(:,: ,3d) (z, E) bei z = 20a.u. das freie 3d-Elektronengas schon auf 1% genau.

Die mittlere und die rechte Spalte zeigen, ebenfalls bei (E = 0.5Ry), die diskreten
ol (1. B) und 2% (z, B) fiir verschiedene Kastenléingen® L. Die unteren Bilder
dieser Spalten zeigen die iiber das Energieintervall von 0.45 Ry bis 0.5 Ry integrierten

lokalen Zustandsdichten, ebenfalls fiir die verschiedenen Kastenldngen L. Wahrend
—: limL o0

5,.... o L=20 a.u., e nmmmses} L=36 a.u., - - L=68 2.1,
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die Bilder der mittleren Spalte die absoluten GréfSen zeigen, zeigen die Bilder der
rechten Seite die Abweichungen vom Kontinuumslimes.

Die beiden Bilder links mitte und links unten zeigen die selbstkonsistent berechnete
Ladungsdichten von Oberflichen—Superzellen mit verschiedenen Slabdicken®. Das
Bild links mitte zeigt die absoluten Ladungsdichten psu.s(z). Sie liegen so genau
iibereinander, dafl man die verschiedenen Graphen nicht trennen kann. Das Bild
links unten zeigt deshalb die Differenzen Ap,yrs(z) zum System mit der groSten
Slabdicke (17 Lagen). Schon die Ladungsdichte der 9-Lagen—Superzelle ist bis auf
wenige Promille auskonvergiert.

Die Abbildung 6.9 zeigt fiir die verschieden grofen Superzellen die Ladungsdichte-
kontur 6 a.u. iiber dem Oberflichenanion. Die Ladungsdichtekontur ist sehr schén
auskonvergiert. Mit dem Auge sind keinerlei Unterschiede mehr zu erkennen.
Insgesamt lassen sich die wichtigsten Ergebnisse wie folgt zusammenfassen:

¢ Die Ergebnisse des Potentialkastens lassen sich qualitativ auf die Oberflichen—
Superzelle iibertragen: Die Ladungsdichte des Bulks und damit das Bulkpoten-
tial werden mit zunehmendem Abstand zur Oberfliche quadratisch mit Ord-
nung O (;12—) erreicht. Die elektronische Struktur, i.e. die lokale Zustandsdichte

konvergiert nur linear mit Ordnung O (%) gegen die lokale Zustandsdichte des
Bulks. Die atomare Relaxation der Oberfliche wird also schon mit relativ
kleinen Superzellen hinreichend genau beschrieben. Fiir die Beschreibung der
elektronischen Struktur der Oberfléche sind grofere Superzellen notwendig.

e Aus dem gleichen Grund wird der Abfall der Ladungsdichte ins Vakuum schon
fiir relativ kleine Superzellgréfen recht genau beschrieben. Denn genauso wie
die Ladungsdichte mit zunehmendem Abstand zur “kiinstlichen” Randbedin-
gung der Oberfliche quadratisch gegen die Bulkladungsdichte konvergiert, so
sollte die Ladungsdichte an der Oberfliche von der “kiinstlichen” AnschluBbe-
dingung, Spiegelsymmetrie in der Mitte der Superzelle, nur wenig abhéngen.

Auch der Abfall der lokalen Zustandsdichte ins Vakuum hinein ist im Falle der

groBen Superzelle ausreichend, um etwa Tunnelbilder zu erkliren. Dies wird
im folgenden Kapitel 6.6.2 noch genau diskutiert.

Oereens :9 Lagen (~ 36 am.), ---—-.:13 Lagen (~ 52 2.m.), ---: 17 Lagen (~ 68 a.u.)
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Abbildung 6.7: Vergleich der elektronischen Struktur der
selwirkungsfreien Elektronen in einem endlichen Potentialkasten:
und F; = 0.45Ry. A{L ist eine Abkiirzung fiir die Differenz zwischen dis

00) fiir die verschiedenen Funktionen p, Z bzw.
auf Seite 1058, Die Abbildungen links mitte und links unten zeigen
den grofien Superzellen.
tte). Daher sind in Bild links unten die

nuunmslimes f(&) — f
genaue Diskussion erfolgt im Text
die selbstkonsistenten Ladungsdichten psurs(z) aus verschie

z[au]

, wobei f

zfau]

Oberflichen—Superzelle mit der von wech-
Die Energien sind E = E; = 0.50Ry
kreter Funktion und Konti-

JdE Z(E) steht. Die

Die verschiede-

nen Ladungsdichten liegen genau iibereinander (Bild links mi
Differenzen Apjyr #(z) zur Ladungsdichte der 17-Lagen—Zelle aufgetragen.




108

KAPITEL 6. (110) OBERFLACHEN VON III-V HALBLEITERN

S Potentialkasten Superzelle
' . 0.03-
3
0 N
p~ )
< noL
. 0.02- R
N
Y
0.01+
0 — — L T T
-40 -20 0 20 40
x [ a.u. ]
— . | -
- Potentialkasten | :S%hp:erzelle
' . 0.03+ ’ ) (BHIEE
)
o
> 0.02-
N
o
0.01- I
h
i
0 T = NP
-40 ~20 0
x [ a.u. ]

Abbildung 6.8: Quantentrogzustinde: Die linken Abbildungshilften zeigen die drei
niedrigsten Zustinde des eindimensionalen Potentialkastens der Linge L = 74 a.u.,
die rechten Halften zeigen Zustinde der grofien Oberflichen—Superzelle von InP
(~ 68 a.u., 17 Atomlagen). Oben sind dies die drej niedrigsten besetzten Bulk-
zustdnde am I'-Punkt, unten die drei hichsten besetzten Bulkzustinde am I'-Punkt.
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d=5.00 o.u., nl= 9 m= 0.565702E-5, c= 0.93651

d=6.00 0.u., ni= 13 m= 0.539734E-5, c=~ 0.92986
i /

Abbildung 6.9: Ladungsdichtekontur der InP (110) Oberﬂéic.he: Die Abbildung zeigt
fiir verschiedene Slabdicken (nl=9, 13, und 17 Atomlagen) die Kontur der Ladungs-
dichte 6 a.u. iiber dem Oberflichenanion. m ist das Maximum der Ladungsdichte,

c=28XpT NP 4o Korrugation.
max p
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6.6.2 Oberflichenzustinde und Oberflichenresonanzen

Wie im vorhergehenden Kapitel beschrieben, werden in der Oberflichen—Superzelle
die Bulkzustinde durch Quantentrogzustinde représentiert. Startend von den Band-
kanten sind diese Zustinde nach Knotenzahl sortiert, d.h. die Einhiillende des Quan-
tentrogzustands an der Bandkante hat keinen Knoten innerhalb des Slabs, die Ein-
hiillende des nichsten Zustands hat einen Knoten, usw.. Es existieren aber auch
zusitzliche Zustinde, die nicht in dieses Schema passen. In den Taschen der proji-
zierten Bulkbandstruktur sind dies Oberflichenzustéinde. Innerhalb der Bulkband-
struktur rehybridisieren potentielle Oberflichenzustéinde mit den Bulkzusténden zu
Oberflichenresonanzen.

In den Abbildungen 6.10 und 6.11 sind die berechneten Oberflachenbandstrukturen
von InAs und InP gemeinsam mit den projizierten Bandstrukturen der jeweiligen
Bulkmaterialien aufgetragen. Einige Bénder lokalisierter Oberflichenzusténde sind
in den Taschen deutlich erkennbar.

Insgesamt existieren also drei verschiedene Arten von Zustédnden. Die gitterperiodi-
schen Blochzustédnde des Bulks werden durch die Oberfliche begrenzt und klingen
exponentiell ins Vakuum hinein ab. Oberflichenzustinde haben eine groffe Amplitu-
de an der Oberfliche und klingen exponentiell in den Bulk hinein ab. Oberfléchenre-
sonanzen haben ebenso wie Oberflichenzusténde eine groffe Amplitude in der N&he
der Oberfliche, verhalten sich im Bulk aber wie Blochwellen. Wie alle gebundenen

Zusténde klingen auch Oberflichenzustinde und Oberflichenresonanzen exponenti-
ell ins Vakuum hinein ab.

Wegen der Symmetrie der Superzelle (siche Abb.6.2) - es existieren zwei dquivalen-
te, spiegelsymmetrische (110) Oberflichen ~ sind alle Oberflichenzustinde doppelt
vertreten. Oberflichenzusténde, deren Uberlapp im Bulk vernachlsssigbar ist, sind
zweifach entartet, je einer dieser Zustiinde-ist symmetrisch bzw. antisymmetrisch
beziiglich der o,~Ebene. Dies gilt nicht fiir Oberflichenresonanzen. Diese spalten

energetisch auf. In diesem Kapitel sollen die Oberflichenzustinde und —resonanzen
der (110) Oberfliche von InP untersucht werden.

Da dies vor allem im Hinblick auf den spiteren Vergleich mit der RTM geschieht,
wird vor allem der Abfall der Zustinde ins Vakuum hinein untersucht. Zustinde,

die fiir die RTM wichtig sind, i.e. die Zustinde in einem Energieintervall von einigen
eV um das Valenzbandmaximum herum, werden genauer analysiert.
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Abb.ildung 6.10: Oberflichenbandstruktur von InAs: Die Oberflichenbandstruktur
(Kreise) ist gemeinsam mit der projizierten Volumenbandstruktur dargestellt. In den
Taschen der projizierten Volumenbandstruktur existieren ‘Oberflichenzusténde

6.6.2.1 Methodik

Wellenfunktionen auf einem gleichverteilten, dqui-
ch die Fouriertransformation bestimmt
(12\/§a0 x v/2ag X ap) und bei einem
6 x 18 x 24 gleichverteil-
sind auf dem diskreten

Im Computerprogramm liegen alle
distanten Ortsraumgitter vor, welches dur
wird. Bei der hier verwendeten Superzelle’
ebene Wellen Cutoff von gmas = 3-5v/Ry ergeben sich 21
te Stiitzpunkte im Ortsraum. Alle. Wellenfunktionen ¥,

Tap = 5.854941 A
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Abbildung 6.11: Oberflichenbandstruktur von InP: Die Oberflichenbandstruktur
(Kreise) ist gemeinsam mit der projizierten Volumenbandstruktur dargestellt. In den
Taschen der projizierten Volumenbandstruktur existieren Oberflichenzustinde

Ortsraumgitter auf 1 normiert:

> |‘1’;:.,(w, Y, Z)I2 =1 (6.20)

TyY,2

Um die Strukt%u' der einzelnen Zustinde zu vérdeutlichen, wird deren Ladungsdich-
tekontur |\IIE,, in verschiedenen Schnittebenen der Superzelle abgebildet. Dies wird
anhand der Prinzipskizze 6.12 dargestellt, welche die Abbildungen der Zusténde
(6.18 bis 6.23 und 6.26 bis 6.29) erklirt: '

Da der Abfall der Zusténde ins Vakuum von besonderem Interesse ist, wird die
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Ladungsdichtekontur einer (110) Ebene iiber der Oberfliche gezeigt. Senkrecht dazu
werden Schnitte durch zwei verschiedene (110)-Ebenen und Schnitte durch zwei
verschiedene (001)-Ebenen gezeigt. Das Maximum jedes Konturplots ist einheitlich
auf 1 normiert. Zahlenwerte andere Gréfien wie Maximum, Gewicht und Korrugation
der Ebene, sowie E-Punkt und Energieeigenwert €z, und die Lage der Ebene lassen
sich am Rand ablesen.

Die Ladungsdichte einer Ebene héngt von zwei diskreten Koordinaten aus {x,y,z}
ab. Stellvertretend fiir beliebige Ebenen wird in den folgenden Gleichungen eine
(110) Ebene (x=konst.) genommen, die von y und z abhéngt. Dabei werden folgende
Groflen ausgerechnet, um die Ladungsdichtekontur einer Ebene zu charakterisieren:

2
Maximum: m =m;lgxllll,;y(a:,y, z)l (6.21)
2
Gewicht: s =Z’\Il,-;y(x,y,z)l (6.22)
Y.z

_ Iny,azx I‘I’k’y(ma Y, z)lz - I{/l,lzn [‘Ilﬁy(x’ Y z)lz (6.23)

relative Korrugation: c 2
max ¥z, (2,9, 2)|
k)

2, 2
m,?‘xz |‘If,-£y(a;, Y, z) - mymz ‘I’f:'u(w’ Y, z)l
Richtungs—-Korrugation: Cy = £ " 2 {6.24)

2
mzaxz l\pﬁy(m7 Y, 2) g IIEDE \I',;,,(:z:, Y, z)l
¥

Y {6.25)

N
li

Korrugationsverh&ltnis: Cyz = a3 (6.26)
Um den Abfall von Wellenfunktionen ins Vakuum zu analysieren, werden die Be-
tragsquadrate der Wellenfunktionen iiber Ebenen parallel zur (110) Oberfldche sum-

miert.
8, () = > ¥y, 2 . (6.27)

/R

In geniligendem Abstand zur Oberfliche, wo :
ist, haben die Wellenfunktionen eine exponentiell abfallende Asymptotik.

z (6.28)

das konstante Vakuumpotential erreicht

®g, (2) ~ Cp e P

um erhalten so unterschiedliche Zustinde auch unterschied-

Je nach Abfall ins Vaku er Oberfliche. Zustande konnen

“liches Gewicht in der lokalen Zustandsdichte iiber d
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Abbildung 6.12: Erklirung der Bilder 6.18 bis 6.23 und 6.26 bis 6:229: Die elektroni-
schen Zusténde werden durch ihre Ladungsdichtekonturen I\I',-;V('F') in verschiedenen

Ebenen dargestellt (eine (110) Ebene, zwei (110) Ebenen und zwei (001) Ebenen):
Stellvertretend fiir jedes Konturbild ist hier ein Rahmen abgebildet, in welchem die
Grofien erklirt werden, die am Rand eines jeden Konturbildes zu finden sind. Das
Maximum jedes Konturplots ist auf 1 normiert. m ist das Maximum der Ladungs-
dichte der jeweiligen Ebene. Die (—)-Linien entsprechen (0.1, 0.2, 0.4, 0.6 bzw. 0.8)
X m, die (- - -)-Linie entspricht 0.01 X m, die (— --- —)-Linie entspricht 0.001 x
m und die (---)-Linie entspricht 0.0001 x m. Die Anionen (P) werden durch offe-
ne Kreise (o) dargestellt, die schwarzen Kreise (o) sind die Kationen. Atome aus
verschieden tiefen Lagen sind in unterschiedlicher Gré8e gezeichnet.

wenig Gewicht haben, weil sie schnell-abfallen ( grofies ), sie kénnen aber auch
wenig Gewicht haben, wenn ihre Amplitude &, Klein ist.

6.6.2.2 Zustandsdichten und Oberfliichenzustandsdichten

Die Zustandsdichten® (DOS(E)), die sich durch Summation iiber die berechneten,
diskreten Eigenzustdnde ergeben, werden durch GauBverbreiterung in der Energie

8DOS: density of states
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der einzelnen Zustédnde kontinuierlich gemacht:

pe(B) = 3 wiged(E- %) (6.29)
{Fv}
. (E — e,;,,)z
= D wilh, =xe g (6.30)
{kv} \/7_1.6

Dabei miissen die unterschiedlichen Gewichte wg der.E—Punkte beriicksichtigt wer-
den. Die gy, sind zusitzliche Gewichte. Sie kénnen dazu dienen, Information tiber
die Energieverteilung bestimmter Zustdnde zu gewinnen. Fiir die Berechnung von
totalen Zustandsdichten sind die g;, identisch gleich 1. Um Information iiber die
Energieverteilung derjenigen Zustinde zu erhalten, welche besonders langsam ins
Vakuum hinein abfallen, kann man z.B. die Zustinde mit dem Gewicht einer ihrer
(110) Ebenen (x=konst.) im Vakuum wichten, i.e. g, = & (z) (Gleichung (6.27)).

Wegen der Diskretheit des k~Punkt-Satzes sind die berechneten Zustandsdichten
unstetig. Die Energieverbreiterung ist ein Kompromif zwischen Glattheit und Aufls-
sung von Feinstruktur. Einerseits soll die Unstetigkeit beseitigt werden, andererseits
soll aber die physikalisch sinnvolle Feinstruktur noch aufgeldst werden. Die gewéhlte
Energieverbreiterung betrégt 6 = 0.1 eV. '

Die Verwendung endlicher F-Punktsitze fiir die k—Punktintegration hat Einfluf§ auf
die Genauigkeit der Berechnung der selbstkonsistenten Ladungsdichte und der Be-
rechnung der Zustandsdichten. Die unterschiedliche Glattheit der mit verschieden
grofen k-Punkt-Sitzen berechneten DOS (Abbildungen 6.13, 6.14 und 6.15) ver-
mittelt einen guten Eindruck von der Genauigkeit bzw. dem Diskretisierungsfehler,
der bei der Ersetzung der k-Punkt-Integration durch eine Summation iiber spezielle
k-Punkte gemacht wird.

Abbildung 6.13 zeigt totale Zustandsdichte (tot—DOS(E)) des Bulks, berechnet mit
125 gleichverteilten k—Punkten ({k,,k = 2"1 =2k + ":L:_l'ky + 2'{,017%, i, J,k = 1.5}) in
der irreduziblen Brillouinzone der tetragonalen Einheitszelle (tet-IBZ). Die Bulk-
tot-DOS ist mit verschiedenen Energieverbreiterungen berechnet. Eine Verbreite-
rung von 0.01 eV ergibt keine glatte DOS, eine Verbreiterung von 0.5 eV zeigt jedes
Band nur noch als GauBkurve. § = 0.1 eV stellt sich als sinnvoll heraus.

Die Abbildung 6.14 zeigt ebenfalls die totale Zustandsdichte des Bulks. Die selbst-
konsistente Berechnung der Ladungsdichte wurde wie oben mit 125 k-Punkten in der
tet—IBZ durchgefiihrt. Zu dieser Ladungsdlchte wird die Zustandsdlczllxct_e1 nicht selbst-
konsistent mit (10 x 10 x 10) f-Punkten ({kijx = 2‘"lkm+ g, + 2L k, i,jk=

' 1..10}) berechnet..
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Abbildung 6.13: Berechnung von Zustandsdichten (DOS (E)): Die Zustandsdich-
te von Bulk-InP ist mit verschiedenen Energieverbreiterungen § berechnet. Eine
Energieverbreiterung von & = 0.1eV stellt sich als sinnvoll heraus. Die Rechnungen
wurden mit (5 X 5 x 5) k~Punkten in der “tet-IBZ” durchgefiihrt. '
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Abbildung 6.14: Berechnung von Zustandsdichten (]?OS(E)): Die Zustandsdich-
te von Bulk-InP ist mit verschiedenen Energieverbreiterungen & bfarechnet. Eine
Energieverbreiterung von § = 0.1V’ stellt sich als sinnvoll heraus: Die Rechnungen
wurden mit (10 x 10 x 10) k-Punkten in der “tet-IBZ” durchgefiihrt.
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Abbildung 6.15 zeigt mit verschiedenen E-Punktsstzen berechnete Zustandsdichten.
Fiir die Selbstkonsistenz reichen 3 k—Punkte pro Richtung auf jeden Fall aus, die
mit 5 E-Punkten berechneten Zustandsdichten sind schon recht ordentlich.

T T T T T ] T T T T T T T T
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Abbildung 6.15: Berechnung von Bulk—Zustandsdichten (DOS(E)) mit verschiede-
nen k-Punktsitzen: Die linke Abbildung zeigt zwei mit (5 X 5 x 5) k-Punkten be-
rechnete DOS. Dabei wird einmal das mit (3 x 3% 3) k~Punkten berechnete Potential
(punktierte Linie) und einmal das selbstkonsistent berechnete Potential (gestrichelte
Linie) benutzt. Die Zustandsdichten liegen iibereinander. Die rechte Abbildung zeigt
die mit (5 x § x 5) E-Punkten selbstkonsistent berechnete DOS (gestrichelte Linie)

und die mit dem gleichen Potential mit (10 x 10 x 10) k-Punkten berechnete DOS
(punktierte Linie). Letztere ist deutlich glatter.

In Abbildung 6.16 werden die totale Bulk-DOS und die totale DOS der Oberflichen—
Superzelle verglichen. Gleichzeitig ist auch die mit dem Gewicht einer Vakuumlage®
gewichtete Zustandsdichte eingezeichnet, um diejenigen Zustinde zu markieren, die
besonders langsam ins Vakuum hinein abfallen. Diese so gewichteten Zustandsdich-
ten nennen wir zur Abkiirzung Oberflichen-DOS (0O-DOS(x,E)).

Da bei der Berechnung der Zustandsdichte der Oberflichen—Superzelle nur eine feste
Anzahl von 12 unbesetzten Zustinden pro k~Punkt beriicksichtigt wurde, verschwin-
det diese oberhalb von 4 eV vollig, Oberhalb von 3 eV sind nicht mehr alle Zusténde
berticksichtigt.

Die Zustandsdichten von Bulk und Oberflichen-Superzelle unterscheiden sich be-
sonders in der Néhe von Bandkanten. Dort sind Oberflichenzustinde und Ober-
flichenresonanzen lokalisiert. Sie zeigen sich als mehr oder weniger scharfe Peaks in
den Zustandsdichten. Die Zustéinde im Bereich von Valenzbandkante und Leitungs-
bandkante werden in den nachfolgenden Kapiteln identifiziert und analysiert.

985. (110) Ebene der Superzelle, 4.378 a.u. iiber dem Oberfliichenanion
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Abbildung 6.16: Vergleich der tot-DOS(E) von Bulk-InP und Oberflichen-
Superzelle: Die punktierten Linien stellen die totale Zustandsdichte des Bulks dar,
die gestrichelten Linien die der Oberflichen—Superzelle. Die durchgezogenen Linien
sind die Oberflichen-Zustandsdichten (O-DOS(x,E)), die sich durch Wichten der
einzelnen Zustinde mit dem Gewicht derjenigen (110) Ebene im Vakuum ergibt,
die x=4.378 a.u. iiber dem Oberflichenanion liegt (85. Ebene der Superzelle). Die
Abbildung oben links zeigt die Zustandsdichten im gesamten Energiebereich. Die
drei anderen Abbildungen zeigen jeweils die Zustandsdichten fiir ein Teilintervall.
Wiahrend die tot~-DOS(E) des Bulks auf 8 Elektronen normiert ist, ist die Skala fiir
die O-DOS(x,E) in jedem Teilbild willkiirlich gewhlt. '

Was den Abfall ins Vakuum betrifft, so unterscheiden sich besetzte und unbesetz-
te Zustsinde wesentlich. Die langreichweitigen Valenzbandzusténde sind unterhalb
der Valenzbandkante lokalisiert. Sie werden von zwei verschiedenartigen Zustinden
dominiert (siche Abb. 6.16: unten, links), dem “dangling bond”, der sich als schar-
fer Oberfléichenzustand darstellt, und einer breiten Oberflichenresonanz, dem “back
bond”. Durch diese werden auch die RTM-Bilder dominiert (siehe unten).

Im Gegensatz dazu existieren im Leitungsband viele verschiedenartige Zusté’uflde.
Der “p,”Zustand (siche Abb. 6.16: unten, rechts), der die RTM-Bilder bei kleinen
' Tunnelspannungen bestimmt, ist in der Zustandsdichte fast nicht erkennbar.
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Abbildung 6.17: O-DOS(x,E) fiir verschiedene Abstinde d vom Oberflichenan-
ion: Die besetzten Oberflichenzustinde und -resonanzen, “db” und”bb” sind sehr
gut identifizierbar, wihrend der unbesetzte “p,”—Zustand fast im Untergrund ver-
schwindet. In der Abbildung rechts, unten werden die mittels Tetraedermethode
(- - -) berechneten O-DOS mit den mittels Summation von speziellen k~Punkten
und Energieverbreiterung (- - -) berechneten verglichen.

Die Abstandsabhéngigkeit der O-DOS(x,E) ist in Abbildung 6.17 festgehalten. Drei
verschiedene Abstéinde d vom Oberflichenanion wurden ausgewertet. Mit zuneh-
mendem Abstand von der Oberfliche verschieben sich die relativen Gewichte von
den besetzten zu den unbesetzten Zustinden. Die unbesetzten Zustinde fallen sehr
viel langsamer ins Vakuum hinein ab als die besetzten. Die Struktur der O-DOS
der besetzten Zustinde &ndert sich mit zunehmendem Abstand kaum. Die besetzten
“db”- und “bb”~Zustéinde sind auch bei einem Abstand von 6 a.u. vom Oberfliche-
nanion sehr gut in der O-DOS identifizierbar, wihrend der unbesetzte “p,”—Zustand
im Untergrund verschwindet.

Der Vergleich zwischen der Methode der speziellen k~Punkte und der zweidimensio-
nalen Tetraedermethode ist in Abbildung 6.17, rechts, unten festgehalten. Mit der
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Methode der speziellen 5~Punkte werden sehr viel glattere Zustandsdichten erzielt.
Auch dies vermittelt einen Eindruck von dem Fehler, der bei der E—Punktintegration
gemacht wird.

6.6.2.3 Die besetzten Zustinde

Bei den besetzten Zusténden lassen sich, wenn man sich vom Vakuum aus der Ober-
flache néhert, drei Klassen von Zustinden unterscheiden: Dies sind sogenannte “dan-
gling bonds” (DB), “back bonds” (BB) und “bridge bonds” (BR). Typische Vertreter
von DB, BB, und BR sind fiir zwei k~Punkte!® in den Abbildungen Abb. 6.18 bis
Abb. 6.23 dargestellt.
In der Oberflichenatomlage sind DB und BB jeweils als Doppelkeule am Oberfls-
chenanion lokalisiert. Je eine Keule jeder Doppelkeule ist vakuumwérts gerichtet,
die andere entgegengesetzt bulkwirts. Die vakuumwérts gerichtete Keule des DB
ist in [001]-Richtung gekippt, die des BB in [001]-Richtung. Die bulkwirts gerich-
tete Keule des BB ist in Richtung des Kations der zweiten Atomlage gerichtet und
stabilisiert diese Bindung. Die bulkwirts gerichtete Keule des DB liegt innerhalb
des Tetraeders, welches von dem Oberflichenanion, zwei Oberflichenkationen so-
wie einem Kation der nichsten Atomlage aufgespannt wird (siehe auch Abbildung
6.1). Die BR sind ldngst der Bindungen zwischen Oberflichenanionen und —kationen
lokalisiert. Die BR und die BB existieren nur als Bulkzustéinde und Oberflichenre-
sonanzen. Die DB existieren auch als Oberflichenzusténde.
Am X'-Punkt (k = %Ez) sind die beiden entarteten DB-Zusténde (n=67,68) darge-
stellt ( Abb. 6.18). Sie sind lokalisierte Oberflichenzusténde. Ebenfalls dargestellt
sind zwei BB-Zustinde (n=>52,56)( Abb. 6.19) und zwei BR~Zusténde (n=65,66)(
Abb. 6.20). Diese Zustinde sind Oberflichenresonanzen. Die DB und die BR fallen
sehr schnell in den Bulk hinein ab (Abb. 6.24, oben). Die Wellenfunktionen haben
daher wenig Uberlapp und die Eigenwerte sind daher fast entartet (Ae = (.).7 .meV
(0.3 meV)). Die beiden BB—Zusténde fallen nicht so schnell in den Bulk hinein ab
und sind auch nicht entartet (Ae = 130 meV). Die Energieaufspaltung der BB~
Zustinde ist moglicherweise ein Artefakt der endlichen Superzelle. Dies konnte nur
durch Rechnungen mit einer groferen Superzelle entschiedezi werdgn. } .
‘ . : = b =3k +4k,. BEssind
Die Abbildungen 6.21 bis 6.23 zeigen Zusténde am k-Punkt k = 35 y ks B8
wieder zwei DB (Abb. 6.21) und zwei BB (Abb. 6.22), sowie zx.vve1 M1schz1fstande
als typische Vertreter von Bulkzusténden (Abb. 6.23). Auch hier fallen die DB~

- - 45 . . qs "
OF = 17, (X'-Punkt am Rand der irreduziblen BZ) und = fyfy + fofe (willinlich aus

" gewshlter h-Punkt im Tnneren der irreduziblen BZ)
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Zustande — weil lokalisierte Oberflichenzustinde — schneller in den Bulk hinein ab
als die BB—Zusténde, die auch hier Oberflichenresonanzen sind (Abb. 6.24, unten).
Die Energieaufspaltung der DB betrigt Ae= 6.9 meV, die der BB betrigt Ae= 176
meV.

Obwohl alle Zustinde expontentiell ins Vakuum hinein abfallen (6.28), unterschei-
den sich die verschiedenen Zustdnde in Amplitude und Abfallkonstante. Dies ist
in der Abbildung 6.24 skizziert: Als Oberflichenzustdnde bzw. Oberflichenresonan-
zen haben die DB und die BB ein deutlich grofieres Gewicht im Vakuum als die
verschiedenen Bulkzustinde. Dabei haben die Bulkzustinde ein niedriges Gewicht
im Vakuum, weil ihre Amplitude Cj, klein ist gegeniiber den Amplituden von BB
und DB. Obwohl auch die BR Oberflichenresonanzen sind, haben sie ein geringes
Gewicht im Vakuum, da sie ein vergleichsweise grofieres g, haben, also schneller
abfallen als die DB und BB. Im Bereich weit aulerhalb des Kristalls, iibersteigen die
Gewichte der DB und der BB die aller anderen Zustinde um ein bis zwei Gré8en-
ordnungen.

Die lokale Zustandsdichte im Vakuum wird also von DB- und BB-Zustsinden domi-
niert. Wertvolle Information, gerade im Hinblick auf die Interpretation von RTM-
Bildern, steckt in der Energiedispersion dieser Zustadnde. Diese wird wie folgt ana-
lysiert:

Alle Wellenfunktionen ¥z, werden auf der 90’sten (110) Ebene der Ortsraumstiitz-
punkte betrachtet. Diese Ebene liegt 6.531 a.u. iiber dem Oberflichenanion. Das
totale Gewicht ®2 (z) (6.27) der Wellenfunktionen in dieser Ebene wird ausgerech-
net, d.h. das Betragsquadrat der Wellenfunktionen wird iiber alle Stiitzpunkte die-
ser Ebene summiert. Alle Wellenfunktionen, deren Gewicht!! 0.5 x 10~3 {ibersteigt,
werden ausgewédhlt und weiter analysiert. Aus insgesamt 2448 besetzten Zustinden
werden so die 202 langreichweitigsten ausgew#hlt. Es handelt sich hierbei ausschlie-
lich um DB- und BB-Zusténde. Die [001}-Position des Maximums der jeweiligen
Ladungsverteilung wird ausgewertet, um zwischen DB und BB zu unterscheiden.
Liegt das Maximum relativ zur Position des Oberflichenanions in [001]-Richtung
verschoben, so handelt es sich um einen BB, im andren Fall um einen DB.
Nachdem die Zugté:nde so getrennt sind, werden ihre Oberflichenzustandsdichten

ausgewertet.
(E — €, ) 2
6 (6.31)

11Dje Wellenfunkt;onen sind auf dem diskreten Ortsraumgitter auf 1 normiert:
zi:j’k I‘IEV(wi’ yj’zk)l =1

p.g)B(BB) (B) = Z "’E‘I’%,,(
{FveDB(BB)}

T )—1-6—
90 \/’7"—6




6.6. DIE ELEKTRONISCHE STRUKTUR DER OBERFLACHE 123

Die gew&hlte Energieverbreiterung betrigt wie im vorhergehenden Kapitel § = 0.1
eVv.

Die Zustandsdichten sind in Abb. 6.25 festgehalten: :

Das obere Bild zeigt die Anteile von DB und BB zur gesamten Zustandsdichte. Ver-
glichen mit der breiten Resonanz der BB—Zusténde zeigen sich die DB—Zusténde als
scharfes Oberflichenband. Das DB-Band hat sein Maximum bei -0.66 ¢V, gemessen
von der Valenzbandkante. Seine Energieverteilung!? reicht von -0.91 eV bis 0.39 eV.
Die BB—-Zusténde erscheinen als zwei Oberflichenresonanzbénder, deren Energie-
verteilungen iiberlappen. Die Maxima liegen bei -1.26 und -1.01 eV. Die Energiever-
teilung erstreckt sich von -1.58 eV bis -0.91 eV. Bei einem “least-square”-Fit der
Oberflichenzustandsdichte der besetzten Zustinde mit 8 Gaufifunktionen ergeben
sich fiir die Peaks folgende Parameter:

Zustand | E [eV] 6 [eV] C

DB -0.66 0.19 0.84-1072 Tabelle 6.16: Gauffit der Oberfldchen-

BB(1) |-1.01 0.13 0.24.1072| zustanddichte: Parameter Energie E,
_o | Breite § und Amplitude C der besetz-
BB(2) - 1.27 0.22 0.35 ¢ 10 ten “DB” und “BB”.

Im unteren Bild sind die einzelnen Beitrige nach der [001]-Position des Ladungs-
dichtemaximums sortiert. Die verschiedenen Zustandsdichten fassen jeweils all die
Zustinde zusammen, die ihr Ladungsdichtemaximum an der gleichen diskreten [001]-
Position des Ortsgitters haben. Die [001]-Position ist relativ zum Oberflichena-
nion in Einheiten der Gitterkonstanten ao = 5.85494 A angegeben. Je weiter das
Ladungsdichtemaximum eines Zustands in Richtung [001] (von der “DB”-Position
zur “BB”-Position) verschoben ist, umso energetisch tiefer liegen die Zusténde.

Qualitativ ergibt sich folgendes Bild: Der Anschluf zwischen Vakuum und B:ulk
wird durch eine Oberfliichenatomlage vermittelt. Die elektronische Zustandsdich-
te der (110) Oberfléche ist gepragt durch die tetraedrische .Umgeblmg des Obfsr-
die planare Umgebung des Oberflichenkations. Nahert man sich
_Zustinde am Anion und die sp?~Zusténde am
Bereich der Oberfliche

flichenanions und
stérungstheoretisch, so sind die sp? :
Kation ¢ine gute Ausgangsbasis, um Wellenfunktionen 1m
zu entwickeln. So entstehen DB-, BB~ und BR~Zusténde.

i 1 aximalwerts
12Dje Breite der Verteilung wird durch den Abfall der Zustandsdichte ?.uf L jhres M w

" festgelegt.
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1= 10, d=0.500

|= 85, m= 0.3156E~05, s= 0.2965E~03, ¢= 0.996102

N
.4325E-01

m= 0,7889E-03, 5= 0.

1= 1, d=0.000

-—— -————

- ~
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k=05, n= 68, e= -0.70226 eV, d= 4,378 o.u.

m= 0.7724E-03, s= 0,4005E-01

1= 85, m= 0.3194E~05, s= 0.3008E-03, ¢= 0.995849

1= 10, ¢=0.500

- —

- <~

m= 0.8373E-03, s= 0.3699E~01
I= 21, d= 0.833

- —— -
P -~

N = DN

o’ o’

p————— o ————

k=05, n= 67, e= ~0.70298 eV, d= 4,378 a.u, . .
m= 0,7787E~03, s= 0.40026-01 m= 0.2982E-03, s= 0.2557€~01

Abbildung 6.18: Die beiden entarteten “dangling bonds” am Oberflichenanion
(n=68 oben,n=67 unten): Diese Zustiinde sind am X’~Punkt (k= —21-75,) Oberflichen-
zusténde. Die (110)-Schnitte sind durch das Oberflichenanion (1=10) bzw. durch das
Oberflichenkation (1=1) gelegt. Die (001)-Schnitte liegen vom Oberflichenanion aus

gesehen um —0.094(+0.114) x ag in [001}-Richtung verschoben (I=16(21)). (Weitere
Erklérungen in Abbildung 6.12) - '
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Abbildung 6.19: Zwei

kation (1=1) gelegt. Die (001)

in Abbildung 6.12)

ten): Diese Zustinde sind am X'-Punkt (7? =
(110)-Schnitte sind durch das Oberflichenanion

~0.094(+0.114) X ap in [001]-Richtung verschoben (1=16

m= 0.3444E-03, s= 0.33176-01

—Schnitte liegen vom
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m= 0,1260£-03, s= 0.2327€-01
1= 21, d= 0.833

e o Yo

m= 0.1788E-03, s= D.3068E~01

“back bonds” am Oberflichenanion (n=56 oben, n=52 un-
%Ez) Oberfischenresonanzen. Die
(1=10) bzw. durch das Oberflichen-

Oberflachenanion aus gesehen um
(21)). (Weitere Erklérungen
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I= 15, d=0.778 1= 16, d= 0.625

= 85, m= 0.2975E~06, s= 0.2661E~04, c= 0.999923

m= 0.5645-03, s= 0.4241E~01 m= 0.3988E~03, s= 0.2762E-01
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k= 05, n= 65, e= ~0.87115 &V, d= 4.378 a.u.

m= 0.5697E-03, s= 0.4245E-01 m= 0.5978E-03, s= 0,5148E-01

Abbildung 6.20: Zwei “bridge bonds” der Oberflichenlage (n=66 oben, n=65 un-
ten): Diese Zustinde sind am X'-Punkt (% = %Ez) Oberflichenresonanzen. Die
(1.10)—Schn.itte .(1=5(.15)) sind genau zwischen Oberflichenanion und ~kation gelegt.
Die (001)-Schnitte liegen vom Oberflichenanion aus gesehen um —0.094(+0.114) x

201 211)1 [001]-Richtung verschoben (1=16(21)). (Weitere Erkldrungen in Abbildung
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Abbildung 6.21: Die beiden “dangling_‘bonds” I
=67 unten): Diese Zustinde sind am k-Punké k= 3k

Oberfliichenkation (1=1) gelegt. Die (001)-S¢
gesehen um —0.094(+0.114) X ap in [001]-Richtung vers

Erklirungen in Abbildung 6.12)

nanzen. Die (110)-Schnitte sind durch das Oberflichenanion (1=
—Schnitte liegen vom Ob
choben (1=

I=21,d=0.833

m= 0.4612E-03, s= 0.2766E-01

am Oberflichenanion (n=68 oben,
By + T%Ez Oberflichenreso-
10) bzw. durch das
erflichenanion aus
16(21)). (Weitere
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1= 85, m= 0.2964E-05, s= 0.2688E~03, c= 0.990143

0T Lo

k= 34, n= 63, e= ~1,0137 eV, d= 4.378 c.u.

1= 85, m= 0,3494E-05, 5= 0.3114E~03, ¢= 0.997480

m= 0,4980E-03, s= 0.4807E-01
1= 1, d=0.000

m= 0.3413E-03, s= 0.3278£-~01
I= 21, d=0.833

)

LGN

S VS
N

mum 0.15855-5- 0.2080E~01 o= m= 0.3764E-03, s= 0.3130E~01

Abbildung 6.22: Zwei “back bonds” am Oberflichenanion (n=63 oben, n=62 un-
ten): Diese Zustéinde sind am k~Punkt & = %Ey + %I—c‘z Oberfléchenresonanzen. Die
(110)-Schnitte sind durch das Oberflschenanion (1=10) bzw. durch das Oberflschen-
kation (1=1) gelegt. Die (001)~Schnitte liegen vom Oberflichenanion aus gesehen um

—0.094(+-0.114) X ag in [001]-Richtung verschoben (1=16(21)). (Weitere Erklirungen
in Abbildung 6.12) '

N0
®

k= 34, n= 62, e= ~1.19003 eV, d= 4,378 o.u,
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Abbildung 6.23: Zwei Mischzusténde am Ob:r_i.iaching,nion (n=66:. ol(:;enb r.1=?151:)1;1-
ten): Diese Zustinde sind am F-Punkt k = $5ky + 15Fz Bulkzusténde. Die -
SCh)nitte sind durch das Oberflichenanion (1=10) bzw. durch das Oberflichenka-

itte li i i ‘gesehen um
tion (1=1) gelegt. Die (001)-Schnitte liegen vom Oberfliichenanion aus gesek
‘—0?02()4(-%-)0%1312% ap in([OOI)]-—Richtung verschoben (1=16(21)). (Weitere Erklirungen

in Abbildung 6.12)
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'x [ a.u. ]

Abbildung 6.24: Abfall _der besetzten Zustinde ins Vakuum: Oben sind die
Zustinde am X'-Punkt (k = 3k;) dasgestellt, unten die bei (F = 3F, + £ks)-
“dangling bonds” (—) und “back bonds”(- - -) fallen als Oberfiichenzustinde bzw.
-resonanzen langsam ab. Die Bulkzustinde failen schneller ab, weil sie eine kleinere
Amplitude Cy, haben (-, unteres Bild). Obwohl sie Oberfléichenresonanzen sind,
fallen die “bridge bonds” schnell ins Vakuum ab (---, oberes Bild). Sie haben ein
groferes kg, Die zusétzlich eingezeichnete Gerade dient lediglich als Referenz.
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Abbildung 6.25: Energiedispersion der DB
liegen als breite Resonanz energetisch tiefe
DB-Zustande (oberes Bild). Je weiter das L
innerhalb einer (110) Ebene iiber der Oberfl

(kleineres z), um so energetisch tiefer liegt der Zustand (unteres Bild).

— und BB-Zust3nde: Die BB-Zustéinde
r als das scharfe Oberflichenband der
adungsdichtemaximum eines Zustands
sche in [001]-Richtung verschoben ist
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6.6.2.4 Die unbesetzten Zustande

Die unbesetzten Zustinde sind, was ihren Abfall ins Vakuum angeht, nicht so ein-
fach in verschiedene Klassen einzuteilen, wie es bei den besetzten Zusténden méglich
war. Es existieren viele verschiedenartige Zustéinde, die allesamt &hnliches Gewicht
im Vakuum haben. Darunter sind Zustsnde mit Ladung iiber dem Oberflschenkati-
on, Zustinde mit Ladung iiber dem Oberflichenanion und Zustinde mit Ladungs-
dichte iiber beiden Oberflichenatomen. In den Abbildungen 6.26 bis 6.29 sind einige
Zustinde stellvertretend fiir viele andere aufgefiihrt. '

Abbildung 6.26 zeigt den “p,”-Zustand am Kation. Dieser Zustand existiert als
scharfer Oberﬂﬁ,chenzustand zwischen X~ und M—Punkt. In einer (110) Ebene im
Vakuum erscheint seine Ladungsdichtekontur als Reihe in [001]-Richtung. Die Ener-
giedispersion dieses Oberflichenbandes liegt zwischen 1.70 eV und 2.00 eV iiber dem
Valenzbandmaximum. An diesem Oberflichenband lassen sich auch sehr schén Hy-
bridisierungseffekte studieren. So ist die “p,”-Doppelkeule am X-Punkt (Abbildung
6.26, oberes Bild) komplett ausgebildet, wihrend am M-Punkt (Abbildung 6.26,
unteres Bild) lediglich die Vakuumkeule ausgeprigt ist.

Abbildung 6.27 zeigt zwei Hybrid—Zusténde, welche ebenso wie der “p,”-Zustand
viel Ladungsdichte iber dem Oberflichenkation besitzen. Sie liegen energet1sch héher
2.34 €V bzw. 2.93 eV iiber dem Valenzbandmaximum und stehen exemplarisch fiir
eine ganze Reihe von dhnlichen Zustinden. Im Gegensatz zu den “p,”-Zustinden
erscheint ihre Ladungsdichtekontur in einer (110) Ebene im Vakuum als Reihe in
[110]-Richtung und nicht als Reihe in [001]-Richtung.

Abbildung 6.28 zeigt zwei Zustéinde, die im Vakuum iiber dem Anion viel Ladungs-
dichte haben. Auch diese stehen exemplarisch fiir eine ganze Reihe von #hnlichen

Zusténden. Diese Zusténde zeigen schwach ausgeprigte “db”-artige Keulen am
Oberflichenanion.

Die Abbbildung 6.29 schliefllich zeigt zwei Zustinde mit Ladungsverteilungen im
Vakuum, die mehr als ein Maximum in einer (110) Ebene besitzen. Auch diese
Zustinde stehen exemplarisch fiir eine ganze Reihe von dhnlichen Zustsnden.

Die Abbildung 6.30 zeigt den Abfall der ausgewshlten Zustinde ins Vakuum. Die
eingezeichnete Referenzgerade ist identisch mit der in 6.24 eingezeichneten Referenz-
geraden, die in etwa den Abfall der besetzten “DB”~und “BB”—Zustinde wiedergibt.
Die obere Abbildung zeigt den Abfall der Zustinde mit Ladungsdichteanh3dufung
tiber dem Oberfléchenkation, i.e. die beiden “p,”-Zustinde aus Abbildung 6.26 ((—

) und (- - -)) sowie die beiden Hybnd—-Zustande aus Abbildung 6.27 ((— - —) und
(-++)). Jeweils der obere der beiden Zustandstypen ((—) und (- - -)) ist ein stark
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lokalisierter Oberflichenzustand.

Die untere Abbildung zeigt den Abfall der Zustinde mit Ladungsdichteanhiufung
iiber dem Oberflichenanion aus Abbildung 6.28 ((—) und (- - -)) sowie den Abfall
der Zusténde aus Abbildung 6.29 ((— - ~) und (---)). Obwohl diese Zustsnde keine
gut lokalisierten Oberflichenzusténde sind, so fallen sie doch qualitativ hnlich ab,
wie die Oberflichenzustéinde mit Ladungsanhiufung iiber dem Oberflichenkation.
Ahnlich wie bei den besetzten Zustinden wird auch hier die Energiedispersion der
einzelnen Zustandsarten untersucht. Die einzelnen Zustinde werden nach verschie-
denen Kriterien sortiert und deren O-DOS (vergleiche Gleichung 6.31) iiber der
Oberfliche getrennt ausgewertet. Dies ist in Abbildung 6.31 festgehalten. Die obere
Abbildung unterscheidet zwischen Zustinden mit einem Ladungsdichtemaximum in
der (110) Ebene und Zustinden mit mehreren Ladungsdichtemaxima. Die Zusténde
mit einem Ladungsdichtemaximum sind zusitzlich danach sortiert, ob das Maximum
iiber dem Oberflichenanion, —kation oder anderswo liegt. In der unteren Abbildung
werden die Zustinde unabhingig von der Zahl der Maxima danach unterschieden, ob
das jeweils stirkste Maximum iiber dem Oberflichenanion, —kation oder anderswo
liegt.

Insgesamt ergibt sich folgendes Bild: Die Zustinde mit Ladungsdichteanh&ufung
iiber dem Oberflichenkation (Maximum bei 2.6 eV iiber der Valenzbandkante) lie-
gen energetisch niher an der Leitungsbandkante als diejenigen mit Ladungsdich-
teanhaufung {iber dem Oberflichenanion (Maximum bei 3.1 eV iiber der Valenz-
bandkante). Beide Zustandsarten iiberlappen. Im Zwischenbereich existieren sogar
viele Zustinde mit Ladungsdichteanhdufungen sowohl iiber dem Kation, als auch

iiber dem Anion.



134 KAPITEL 6. (110) OBERFLACHEN VON III-V HALBLEITERN

1= 10, d=0.500 I= 22, d= 0.875

1= 85, m= 0.3716E~05, s= 0.4694E~03, c= 0.996324
VD! ,\ ‘!lI/
o

|
i 1T o
3 < I}
\o ]

\J
w/ .

S
(=

i |
| \
\ \

\
|
|
i
|
!

§\z

k= 50, n:

L1z
69, e= 1.70215 eV, d= 4.378 o.u.

[ =l

ma= 0,1959E~03, s= 0.1542E-01

I= 10, d=0.500 I 22, d= 0.875

|= 85, m= 0.2269E=~05, s= 0.2130E~03, c= 0.999809 ™ CETTI T AT
] . i i AT T
‘\\'\_";'.I.," ~ s ‘,I -~

m= 0,1009E-03, s= 0.9842£-02

1= 2, d= 0.042

\ ,~\/

M

k= 55, n= 69, e= 1.9926 eV, d= 4.378 q.u.

m= 0.3044E-03, 5= 0,4609E~01 mw 0.3154E~03, s= 0.3371E-01

Abbildung 6.26: Zwei “p,”-Zusténde am Oberﬂéich_gnkation: Diese Zustinde sind
am X~Punkt (k¥ = }k,) (oben) und am M-Punkt (F = 3ky + 1k,) (unten) Ober-
flichenzustéinde. Die (110)-Schnitte sind durch das Oberfiichenanion (1=10) bzw.
durch das Oberflichenkation (1=1) gelegt. Die (001)-Schnitte liegen vom Ober-

fidchenkation aus gesehen um —0.058(+0.109) X aq in [001]-Richtung verschoben
(1=22(2)). (Weitere Erklarungen in Abbildung 6.12)
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Abbildung 6.28: Zwei unbesetzte Hybrid-Zustinde am Oberflichenanion: Diese
beiden Zusténde zeigen schwach ausgeprigte “db”-artige Keulen am Oberflichena-
nion. Dje (110)-Schnitte sind durch das Oberflichenanion (1=10) bzw. durch das
Oberflichenkation (1=1) gelegt. Der erste (001)-Schnitt (1=18) liegt am Oberfliiche-
nanion um —0.01 X ag in [001}-Richtung verschoben. Der zweite (001)-Schnitt (1=2
bzw. 1=6) liegt vom Oberflichenkation aus gesehen um 0.109(0.275) x ag in [001]~
Richtung verschoben. (Weitere Erklirungen in Abbildung 6.12)
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Abbildung 6.29: zwei unbesetzte Hybrid-Zusténde mit mehreren Ma.x.in}a. in einer
(110) Ebene im Vakuum: Die (110)-Schnitte sind durch das Oberflichenanion (l=.10)
baw. durch das Oberflichenkation (1=1) gelegt. Der erste (001)-Schnitt (1=19) liegt
in der Nihe des Oberflichenanions um 0.031 X ag in [001]-Richtung verschoben. Der
zweite (001)-Schnitt (1=5) liegt in der Nahe des Anions der zweiten Lage, vom Ober-
" flsichenkation aus gesehen um 0.234 X ao in [001]-Richtung verschoben bzw. (1=23)
. in der Nihe des Oberflichenkations um —0.016 X ag in [001]-Richtung verschoben.

(Weitere Erklirungen in Abbildung 6.12)
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Abbildung 6.30: Abfall der unbesetzten Zustinde ins Vakuum: Oben sind die
Zusténde mit Ladungsanh3ufung iiber dem Oberflichenkation dargestellt, unten die
Zustinde mit Ladungsanhiufung .iiber dem Oberfiichenanion, bzw. die Zustinde
mit mehreren Ladungsdichtemaxima. Die zusitzlich eingezeichnete Gerade dient le-
diglich als Referenz und entspricht in etwa dem Abfall der besetzten “DB”— und
“BB”~Zusténde. Eine genauere Erklirung erfolgt im Text auf Seite 132f. .
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Abbildung 6.31: Energiedispersion der unbesetzten Zustinde: Im oberen Bild sind

die Zustinde nach Anzahl der Maxima der Ladungsdichte getrennt ausgewertet und
danach, ob sich das Maximum iiber dem Oberfiichenkation (1 max k) oder —anion
(1 max a) oder anderswo (1 max r) befindet. Tm unteren Bild sind die Zusténde
unabhingig von der Anzahl der Ladungsdichtemaxima nach Lage ihrer groBten

Anhiufung (iiber dem Kation (g max k), Anion (g max a) oder anderswo (rest)

getrennt. Der Energieschwerpunkt der Ladungsanhdufung iiber dem Kation liegt
anhiufung {iber dem Anion.

deutlich niedriger als der der Ladungs
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Kapitel 7

Vergleich mit dem
Tunnelexperiment

Mit der berechneten elektronischen Struktur der (110) Oberfliiche ist es moglich,
die Interpretation der RTM-Experimente von Philipp Ebert [Ebe93] theoretisch zu
testen. Er untersucht in seiner Doktorarbeit unter anderem die Spannungsabhingig-
keit morphologischer Details von STM-Bildern am Beispiel von InP und GaP. Diese
Details werden erklért durch den Beitrag verschiedener Oberflichenzusténde.

Ziel ist es, theoretisch zu kldren, inwieweit diese spannungsabhiingigen Details tat-
sichlich durch die elektronische Struktur der Oberfliche bestimmmt sind, bzw., die
verschiedenen Beitrige zum STM-Bild genau zu identifizieren.

Nach einer kurzen Erkldrung der theoretischen Grundlagen auf der Basis der Bar-
deenschen Transferhamiltonian—Methode [TKIK91, Che93] unter Vernachldssigung
von Spitzeneffekten [Bar61, TH85], (Tersoff-Hamann-N&herung: s-Wellenfunktionen
fiir die Spitze, strukturlose Zustandsdichte der Spitze) werden im folgenden zundchst
die experimentellen Ergebnisse dargestellt. Diese werden mit der berechneten lokalen

Zustandsdichte verglichen.

7.1 Theorie des Tunnelstroms

Bei der Erklirung der theoretischen Grundlagen des Tunnelstroms folgen wir [Che93]:
Das Potential U(7) des aus Probe und Tunnelspitze gusammengesetzten Systems

kann kiinstlich in zwei rdumlich getrennte Beitrdge

e Us(7), das Potential der Oberfliche (“surface”: S), und

e Up(7), das Potential der Tunnelspitze (“4ip”: T),

141
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aufgespalten werden:
U(F) =Us(® +Ur(®),  Us(7) Ur(7) =0 (7.1)

Die beiden Raumgebiete, G im Bereich der Spitze und Gg im Bereich der Oberfléche,
sind durch eine Grenzfliche ¥ getrennt. Us und Ur werden so gewshlt, daB sie jeweils
im gegeniiberliegenden Raumgebiet identisch verschwinden:

Us(f)=0 in Gr, Up(7) =0 in Gg (7.2)

Das Vakuumpotential dient als Referenzpotential (Uy,; = 0). Mit diesen beiden Po-

tentialen werden im Folgenden nun Oberfliche und Spitze als getrennte Systeme
behandelt:

(T+Us)¥; = E, 9, (7.3)
(T+Ur) ¥l = ETO7 (7.4)
Das zusammengesetzte System wird aus den Eigenvektoren der getrennten Systeme!
durch zeitabhingige Storungstheorie berechnet. Das Potential der Spitze Ur sei fiir
Zeiten t < 0 ausgeschaltet und wird fiir Zeiten ¢ > 0 adiabatisch eingeschaltet. Fiir
t < 0 befinde sich das System im Eigenzustand ¥5(7) der Oberfliche. Die Anderung

der zeitabhingigen Wellenfunktion ¥(7,¢) durch diese Stérung kann nach Eigen-
funktionen der Spitze UZ(7) entwickelt werden.

U(,t) = US(F) e RBE 4+ 3¢, (£)UT(7) e R EEE (7.5)
v

Fiir die Entwicklungskoeffizienten c,(t) ergibt sich durch Einsetzen in die Schrédin-
gergleichung folgende Differentialgleichung;:

.. d —i(ES—ET —i(ET-
zhd—ic,(t)=(‘I’Z"|UT|‘I’ﬁ>e (2 E”)t+;cA(t) (22 Us| 0T) e # (FE-E5) (7.6)

In 1. Ordnung Storungstheorie und mit der Darstellung der 6-Funktion mittels Glei-
chung (A.68) ergibt sich:

o) = % fo : dte (EE-E) (9T |Up| 0S) (7.7).

@ = 2nio (BL - BS) (97 Uzl 25 (7.8)
2

Wy = li(:l - ?gs (BE - BS) M, 12 (7.9)

My = (7 |Up|®5) (7.10)

!Die Potentiale Us und U sind nicht die ungestdrten Potentiale U3 und U$ der urspriinglichen
Bardeen’schen Theorie [Bar61].
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Abbildung 7.1: Prinzipskizze Tunnelstrom: Bei positiver Tunnelspannung V wird
aus den besetzten Zustinden der Spitze in die unbesetzten Zustéinde der Probe

getunnelt.

le,(t)|? ist die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron, welches sich zur Zeit t = 0 im
Zustand \Ii;f befunden hat, zur Zeit t im Zustand U7 zu finden. wy, ist entsprechend
die Ubergangsrate. _

U ist nur im Gebiet um die Spitze Grvon 0 verschieden. Durch Einsetzen der Schré-
dingergleichung (7.4) in Gleichung (7.10) kann das Potential Ur entfernt werden.
Das Integral (7.10) iiber Gr kann dann mit dem Greenschen Integraltheorem (A.69)
in ein Integral iiber die Grenzfliiche ¥ zwischen Oberfliche und Spitze umgeformt
werden: 5 B . .

My =—5= [ 5 (¥"ve - wive") (7.11)
Ein Elektron kann natiirlich nur dann von ¥5 nach ¥ wechseln, wenn U5 besetzt
ist und U7 unbesetzt. Summation {iber alle Ubergangsraten unter Beriicksichtigung
der Besetzung bzw. Nichtbesetzung der Zustinde U5 und ¥7 liefert einen Ausdruck,
der proportional zum Strom ist, der von der Probe zur Spitze fliefit:

dme s~ [1(85 - BS) - (BF - BD)] MW OGBS - B)  (712)

i
-

ko
Bei Anlegen einer Spannung V (siehe Abbildung 7.1) ergibt sich entsprechend:

me S 58 ~ B8) ~ £(BF — BR)| M 6(EE ~ B — V) (713)

h o
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Mit Ersetzung der Summationen durch Integrationen
> [P B, T~ [ e dE
B v

kann wegen der §~Funktion eine Integration ausgefiihrt werden:

I = é7£E/d [F(BE — &V +€) — F(E5 +9¢)] (7.14)

o~ (B% — eV +€)p° (Bz +€) IM(ES +¢,Ef — eV+e)|

Dabei sind p° und pT die Zustandsdichten (DOS) von Oberfliche und Spitze, f(E)
ist die Fermiverteilung. Im Limes k5T — 0 ergibt sich:

174
Y P R SO )

Die Ortsabhingigkeit des Tunnelstroms I ist im Ubergangsmatrixelement M enthal-
ten. Die einfachste Ngherung ist, s~Wellenfunktionen fiir die Zusténde der Spitze
anzunehmen (Tersoff-Hamann-Nzherung [TH85]).

1
T f— J— —KT — {7 —
T (F) = C'me , T= I'r Rl (7.16)

Dabei ist R der Ort der Tunnelspitze. Durch Einsetzen von (7.16) in (7.11) ergibt
sich somit fiir das Matrixelement:

orCH?

My, = \Ifs S(R) (7.17)

Nimmt man weiter an, daf§ die Zustandsdichte der Spitze gegeniiber der Zustands-
dichte der Oberfliche weitgehend strukturlos ist (p¥ = konst.), so ergibt sich fiir
den Tunnelstrom:

— 1673C%h3e
I(R, V) = W T/ dep,ok (R EF -+ 6) (7.18)

dI 1673C2%h3e2
TV = 2P P (R,Ef +ev) (7.19)

Die Ableitung des Tunnelstroms I nach der Tunnelspannung V ist also proportional
zur lokalen Zustandsdichte pf (I?:, Ef + eV) am Ort der Tunnelspitze R zur Ener-
gie Er + eV. Fiir kleine Tunnelspannungen V wird Gleichung (7.19) zur Tersoff-
Hamann-Formel [TH85]. Gleichung (7.19) ist die Grundlage unserer Berechnung
von STM~-Aufnahmen. Die Formulierung fiir diskrete Wellenfunktionen lautet:

I(BV)~ @, (B )‘ (7.20)

E“G(EF,EF+8V)
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Die ¥, sind dabei die diskreten, selbstkonsistent berechneten Zusténde der Ober-
flachen-Superzelle.

Die hier verwendete N&herung bricht zusammen, wenn die Tunnelspannung eV nicht
klein ist gegeniiber der “work function” & = Weakuum — Er. Das Potential des zu-
sammengesetzten Systems aus Spitze und Potential U (') kann zwar immer nach
Gleichung (7.1) zerlegt werden, jedoch sind die Potentiale U (7) und Ur (7) dann
nicht die Potentiale der beiden ungestérten Teilsysteme. Der Fehler kann in der
WKB-Néherung abgeschiitzt werden [Che93]. Die rechte Seite von (7.19) mu8 nach
dieser Abschétzung mit einem spannungsabhiingigen Faktor T(V) multipliziert wer-
den.

Der Einfluf8 der Spitze wird auch von M. Tsukada und N. Shima [TS87] diskutiert.
Dort wird gezeigt, da8 sich der Einflu der Spitze auf % wie folgt abschitzen 158t:

dI

av ™ T (Br — eV)oiy(R(V), Bp — eV) (7.21)

Demnach ist der Tunnelstrom proportional zu einer effektiven Zustandsdichte der
Spitze und der lokalen Zustandsdichte der Probe, allerdings nicht am Ort der Tun-
nelspitze, sondern an einem spannungsabhingig leicht verschobenen Ort fi(V).

In einigen Arbeiten wird die Zustandsdichte der Spitze durch selbstkonsistente Clu-
sterrechnungen berticksichtigt [KT89, TK090, 0T90, KT90, THKK92, BM94, BM95].
Auf diese Weise konnen auch sogenannte anomale STM-Aufnahmen simuliert wer-
den. Beschrinkt man sich auf die Simulation normaler STM—~Aufnahmen, so sollte

Gleichung (7.20) eine brauchbare Niherung darstellen.

7.2 Experimentelle Ergebnisse

Konstantstrom-Bilder der (110) Oberfliche mit atomarer Auflosung werden fiir InP
und GaP gemessen. Bei Anlegung einer negativen Tunnelspannung U wird aus den
besetzten Zustinden am Oberflichenanion (P) herausgetunnelt. Das Untergitter der
P-Oberflichenatome wird sichtbar. Bei Anlegen einer positiven Tunnelspannung
wird in die unbesetzten Zustinde des Oberflichenkations (In, Ga) getunnelt. Das
Untergitter der In(Ga)-Oberflichenatome wird sichtbar. In Abbildung 7.2 werden
zwei verschiedene Tunnelbilder (U = - 2.4 V, + 2.3 V) tiberlagert. Fiir das Verhélinis
42 welches die relative Verschiebung in [001]-Richtung der Maxima der beiden
Untergitter zueinander beschreibt, ergibt sich ein experimenteller Wert von 0.36 =

0.07. Interpretiert man die Maxima der STM-Bilder in erster Niherung als die

. Positionen der P und der In-Atome, so ergibt die STM~Messung von —Af einen
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deutlich zu groBen Wert. Die Zustandsdichtemaxima, der beteiligten Zusténde, die
das Tunnelbild aufbauen, liegen eben nicht direkt {iber den Oberflichenatomen,
sondern in [001]- bzw. [001]-Richtung verschoben.

Unsere Strukturrelaxation ergibt fiir % einen Wert von 0.21, andere dquivalente
Rechnungen ergeben einen Wert von 0.20, experimentelle LEED-Messungen liefern
Werte zwischen 0.216 und 0.225 (vergleiche Tabelle 6.14, Seite 98). Ohne Struktur-
relaxation wire das Verhiltnis 4¢ =0.25.

Bisher wurden STM-Messungen nur im Hinblick auf zwei Zustdnde. interpretiert,
einen besetzten “dangling bond” am Anion, der die STM-Bilder bei negativen Tun-
nelspannungen dominiert und einen unbesetzten “dangling bond” am Kation, der
die STM-Bilder bei positiven Tunnelspannungen dominiert. Um den Einfluf} wei-
terer Zustinde auf STM-Bilder zu untersuchen, sind sehr genaue Messungen bei
verschiedenen und vor allen Dingen auch relativ hohen Tunnelspannungen erfor-
derlich. Ausgewertet werden nur diejenigen Bilder, die eine sehr gute laterale und
vertikale Auflésung aufweisen, und bei denen sicher ist, daB8 die Morphologie nicht
durch Spitzenartefakte verfilscht wird. Dies wird an Punktdefekten und Stufen sowie
an der Symmetrie der atomaren Auflosung iiberpriift.

Zur Auswertung der Bilder werden Profilschnitte entlang der [110}-Richtungen und
entlang der [001]-Richtungen ausgelesen und die Korrugationsamplituden berechnet.
Als relativ auflésungsunabhingiges Ma8 fiir die Morphologie stellt sich das Verhalt-
nis der Amplituden der Korrugation in [110]-Richtung und in [001]-Richtung heraus.
Dieses Verhaltnis hdngt nur wenig vom Absolutwert der Korrugation ab. Reihen in
[110]-Richtung bedeuten ein Korrugationsverhaltnis < 1, Reihen in [001]-Richtung
bedeuten ein Korrugationsverhéltnis > 1.

Fiir alle untersuchten III-V Halbleiter werden 8hnliche Spannungsabhingigkeiten
gefunden.

o Besetzte Zustinde (negative Tunnelspannung): Eine Erhéhung der Tunnel-
" spannung dndert nur wenig an der Morphologie der STM-Bilder. Das Korruga-
tionsverhéltnis steigt mit wachsender Tunnelspannung leicht an (siche Abbil-
dung 7.3). Das Verhiltnis bewegt sich zwischen 0.2 und 0.5. Die STM-Bilder
zeigen somit eine klare Reihenbildung in [110]-Richtung. Die Anderung des
Korrugationsverhéltnisses wird durch Verminderung der Korrugation in [001]-
Richtung mit wachsender Tunnelspannung verursacht, bei mehr oder weniger
konstanter Korrugation in [110]-Richtung. Der Effekt ist aber sehr klein. Die
Ergebnisse werden dahingehend interpretiert, daf} bei kleinen Tunnelspannun-
gen nur ein Oberflichenzustand am Tunnelprozess teilnimmt, der “dangling
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bond” am Anion, bei gréfieren Spannungen kommt ein weiterer Zustand hinzu,
der “back bond” am Anion. Die rdumliche Verteilung der Zustandsdichte des
“back bonds” wird im Differenzbild zweier Aufnahmen mit groSer negativer
Tunnelspannung und kleiner negativer Tunnelspannung sichtbar (Abbildung
7.4 und Abbildung 7.5). Thr Maximum findet sich in [001]-Richtung gegeniiber
dem Maximum des “dangling bonds” verschoben. Quantitativ ergibt sich fiir
InP eine Verschiebung von 0.17 nm, fiir GaP eine Verschiebung von 0.22 nm.

o Unbesetzte Zustdnde (positive Tunnelspanungen): Fiir die unbesetzten Zu-
stédnde ist es sehr viel schwieriger, atomare Auflosung zu erzielen. Mit zu-
nehmender Tunnelspannung zeigen sie eine starke Versinderung der Morpho-
logie. Der Haupteffekt ist eine Drehung der Reihenrichtung von [001]-Reihen
hin zu [110]-Reihen. Das Korrugationsverhéltnis sinkt zwischen 2 V und 3 V
fiir InP und zwischen 1.5 V und 2.5 V fiir GaP von Werten deutlich iiber 1
([001]-Reihen) auf Werte um 0.5 ([110]-Reihen) (Abbildung 7.3). Der Effekt
wird hauptséchlich durch ein Verminderung der Korrugation in {110]-Richtung
verursacht, wihrend die Korrugation in [001}-Richtung im wesentlichen un-
verdndert bleibt. Abbildung 7.6 zeigt die STM-Bilder fiir verschiedene positive
Spannungen. Die Reihenumkehr ist deutlich erkennbar. Diese Bilder werden
wie folgt interpretiert: Fiir kleine positive Tunnelspannungen bestimmt ein
Zustand das Tunnelbild, der “dangling bond” am Kation. Fiir grofere Tun-
nelspannungen kommt ein weiterer hinzu. Im Gegensatz zu den Bildern der

besetzten Zustinden ist dies ein sehr grofer Effekt.
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Abbildung 7.2: Uberlagerung von bei - 24 V und + 2.3 V gemessenen STM-~
Bildern: Die Zustandsdichtemaxima entsprechen den besetzten Zustinden am P baw.
den unbesetzten Zustdnden am In-Atom (a: Gitterkonstante, Aa: Reihenverschie-
bung).
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Abbildung 7.4: STM-Aufnahmen von p~GaP(110): Die obere linke Abbildung zeigt
eine STM~Aufnahme bei ~ 2.7 V ( nur “dangling bond”), die obere rechte Abbil-
dung zeigt eine STM-Aufnahme bei - 3.4 V (“dangling bond” und “back bond”).
Die untere Abbildung zeigt eine Uberlagerung des oberen linken Bildes (45) und
des Differenzbildes zwischen dem oberen rechten und dem oberen linken Bild. Das
Differenzbild zeigt die Ladungsdichteverteilung des “back bonds” (A44).
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Abbildung 7.5: STM-Aufnahmen von p-InP(110): Die obere linke Abbildung zeigt
eine STM-Aufnahme bei ~ 2.2 V { nur “dangling bond”), die obere rechte Abbil-
dung zeigt eine STM~Aufnahme bei ~ 2.7 V (“dangling bond” und “back bond”).
Die untere Abbildung zeigt eine Uberlagerung des oberen linken Bildes (45) und
des Differenzbildes zwischen dem oberen rechten und dem oberen linken Bild. Das
Differenzbild zeigt die Ladungsdichteverteilung des “back bonds” (44).
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Abbildung 7.6: STM~Aufnahmen der unbesetzten Zustinde von n~GaP(110) und
n-InP: Die obere Reihe zeigt die Konstantstrombilder von InP fiir drei verschiedene
Tunnelspannungen ((a) 1.9 V, (b) 2.5 V und (c) 3.2 V). Die untere Reihe zeigt die
Konstantstrombilder von GaP fiir drei verschiedene Tunnelspannungen ({(a) 1.5 V,
(b) 1.9 V und (c) 2.7 V).

7.3 Vergleich zwischen Theorie und Experiment

Grundlage fiir die Simulation von STM~Aufnahmen ist die Proportionalitét von %
und der lokalen Zustandsdichte pm(ﬁ, Ep+eV) am Ort der Tunnelspitze R= (7, d):

mgé (7,4, V) ~ oo (7, d, Br — ev) (7.22)

~ Tuglvg, (Fd)[*6 (B, - (Br+ev))  (7.23)
v

Dabei ist 7 der Koordinatenvektor parallel zur Probenoberfliche, d der Abstand
zwischen Spitze und Probe. In unserem Fall ist dies der Koordinatenvektor 7 in ei-
ner (110) Ebene mit Abstand d zum Oberflichenanion. STM-Aufnahmen und Diffe-
renzbilder von STM-Aufnahmen kénnen so direkt durch das Integral iiber & bzw.
durch Summation iiber alle beteiligten Zusténde simuliert werden. Die k-Punkt—

Integration wird durch Summation {iber 100 spezielle k-Punkte durchgefiihrt (Glei-
chung (6.4), Seite 100).
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STM-Aufnahmen sind Konstantstromaufnahmen, i.e. Ad-Abbildungen. Die berech-
neten Konturbilder zeigen Zustandsdichtekonturen beziiglich ) bei konstantem Ab-
stand d. Sie entsprechen also AI-Abbildungen. In hinreichender Entfernung zur
Oberfldche besteht fiir den Tunnelstrom folgender funktionaler Zusammenhang:

I(7,d) ~ £ (7)) e (7.24)
Da das Verhaltnis %1 bzw. -‘}1—‘1 sehr klein ist, kann die Gleichung linearisiert werden.
Al  Af

Sowohl Aufnahmen mit konstantem Strom I, als auch Aufnahmen mit konstantem
Abstand d sind also proportional zu Af. Daher sind Konstantstromaufnahmen un-
mittelbar mit unseren Konturbildern vergleichbar.

Zwei unbekannte Faktoren machen den quantitativen Vergleich trotzdem schwierig:

e STM-Aufnahmen werden in grofem Abstand zur Oberfliche aufgenommen
(~ 5 —10 A). Die genaue Entfernung ist jedoch im allgemeinen unbekannt. In
unseren Rechnungen kann die lokale Zustandsdichte jedoch nur bis maximal
4.5 A ausgewertet werden. Dariiberhinaus sind die Wellenfunktionen schon so
stark abgefallen, da8 unser Computerprogramm nur noch numerisches Rau-
schen liefert (siehe Abbildungen 6.24, Seite 130 und 6.30, Seite 138).

e Wegen der Bandverbiegungen an der Oberfliche entspricht die angelegte Tun-
nelspannung nicht dem Abstand eV zur Fermienergie, bei der die lokale Zu-
standsdichte ausgewertet werden mu8. Die experimentelle Spannungsskala ist
viel gréfer als der korrespondierende Abstand zur Fermienergie. Alle weiteren
Spannungs— bzw. Energieangaben sind von der Valenzbandkante aus gerech-
net. Die berechneten Leitungsbinder wurden um 0.50 eV nach oben verscho-
ben, um die berechnete Bandliicke? an das experimentelle Bandgap anzupas-

sen.

Analog zu Gleichung (6.26) (Seite 113) wird zunéchst die Spannungsabhéngigkeit
des Korrugationsverhaltnisses fiir verschiedene Absténde von Spitze und Probe be-
rechnet. Dies ist in Abbildung 7.7 festgehalten. Das Korrugationsverhéltnis ist stark
abstandsabhingig. Die Abbildung 7.7 ist mit den experimentellen InP-Werten aus
Abbildung 7.3 zu vergleichen. Ignoriert man die unterschiedlichen Spannungsska-
len, so werden die spannungsabhingigen Trends richtig wiedergegeben. Korrugati-
onsverhiltnisse < 1 bei negativen Tunnelspannungen bedeuten [110]-Reihen. Der

2Im Rahmen der LDA berechnete Bandliicken sind falsch (siehe Tabelle 6.5, Seite 85).
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Wechsel von Werten > 1 zu Werten < 1 bei positiven Tunnelspannungen bedeutet
eine Reihenumkehr von [001]-Reihen zu [110]-Reihen. Mit wachsendem Abstand zur
Oberflsiche wird auch die quantitative Ubereinstimmung immer besser. Der “dang-
ling bond” am Oberflichenanion ist bei - 0.66 eV (siehe Kapitel 6.6.2.3) als starke
Anderung des Korrugationsverhaltnisses sehr gut identifizierbar, der “back bond”
jedoch nicht. Nach unserer Analyse der Oberflichenzustdnde kann man auch keinen
isolierten “back bond” Zustand mit fester Energie erwarten, sondern nur eine Grup-
pe von mehr oder weniger verbreiterten Resonanzen mit “back bond” Charakter.
Die Abbildungen 7.8, 7.9 und 7.10 zeigen schliefilich die simulierten Tunnelbilder
fiir drei verschiedene Abstinde d = 2.23, 4.38 und 6.53 a.u. zwischen Spitze und
Oberfliche. Die linken Abbildungen zeigen die besetzten Zusténde, die rechten Ab-
bildungen die unbesetzten Zusténde. Die oberen und die unteren Bilder zeigen die
besetzten Zusténde bis zu einer Spannung V4 bzw. V; von der Valenzbandkante aus
gemessen, i.e. [& dE piok (7, d, E), baw. JE2 dE piox (7, d, E). Die mittleren Abbil-
dungen zeigen die Differenzbilder f:“ff dE piox(7jj, dy ).
Die Spannungen V; und Vo werden anhand der Energiedispersion der beteiligten
Zustande ausgewahlt (sieche Abbildung 6.25, Seite 131 und Abbildung 6.31, Sei-
te 139). Fiir die besetzten Zustinde werden die Spannungen V; = —0.9 eV und
Vo = —1.5 eV so gewihlt, dafl das erste Bild im wesentlichen vom “dangling bond”
am Oberflichenanion bestimmt wird, das Differenzbild hingegen im wesentlichen von
den “back bond”-Zustédnden. Fiir die unbesetzten Zustédnde werden die Spannungen
Vi =42.2 eV und V, = +2.8 eV so gewdhlt, daB das erste Bild im wesentlichen vom
“p,”—Zustand am Oberflichenkation bestimmt wird und die anderen im Abschnitt
6.6.2.4 beschriebenen Zustinde zum Differenzbild beitragen.
Die simulierten STM-Aufnahmen der besetzten Zustéinde zeigen nur wenig Ab-
standsabhéngigkeit. Die Interpretation der experimentellen Resultate konnen be-
stétigt werden. Bei niedrigen Tunnelspannungen bestimmt der “dangling bond”
die STM-Aufnahmen, bei héheren Spannungen kommt die breite Resonanz der
“back bond”-Zusténde hinzu. Die Verschiebung in [001]-Richtung zwischen “dan-
gling bond” (Abbildung 7.10: Bild oben links) und “back bond” (Abbildung 7.10:
Bild mitte links) ergibt sich bei d = 6.53 a.u. zu Aa = 0.63 A. Dies ist wesentlich
niedriger als der experimentelle Wert von 1.7 A. Eine quantitative Ubereinstimmung
ist aber auch nicht zu erwarten, da die simulierten Bilder bei anderen Abstinden
d gerechnet sind als die Experimente. Da die Zustandsdichte des “dangling bonds”
grof ist im Vergleich zu der Zustandsdichte der “back bond”—Zustande, dominiert
der “dangling bond” das STM-Bild.

Die simulierten STM~Aufnahmen der unbesetzten Zustinde zeigen eine sehr starke
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Abstandsabhéngigkeit. Auch hier kann die Interpretation der experimentellen Resul-
tate im wesentlichen bestétigt werden. Zwar existieren nahe an der Oberfliche (d =
2.23 a.u.) auch Beitrége zum STM-Bild mit Zustandsdichte iiber dem Oberflichena-
nion, doch fallen diese schneller ins Vakuum ab bzw. deren Korrugation fillt schneller
ins Vakuum ab als die der Zustdnde mit Ladungsdichteanhiufung iiber dem Ober-
flichenkation. STM—Aufnahmen mit solch kleinen Abstinden zwischen Spitze und
Probe sind allerdings nicht moglich, da die Spitze wegen des grofen Tunnelstroms
durch Uberhitzung zerstdrt wiirde. Bei realistischen Abstinden bleibt der Effekt der
Reihenumkehr, der sich auch in den simulierten Aufnahmen zeigt. In Ubereinstim-
mung mit dem Experiment wird mit zunehmender Tunnelspannung das Verhiltnis
%l bzw. édﬁ schnell kleiner. Insgesamt ergibt sich fiir die unbesetzten Zustinde fol-
gendes in sich konsistente Bild: Bei sehr niedriger Tunnelspannung bestimmt der
“p,”"-Zustand das STM-Bild. Bei hoheren Tunnelspannungen kommen viele ver-
schiedenartige Zustinde hinzu mit unterschiedlichster Morphologie. Obwohl diese
Zustande insgesamt einen grofien Beitrag zur Zustandsdichte bringen, kann man sie
kaum im Tunnelbild erkennen, da sich die unterschiedlichen Morphologien gegensei-

tig wegmitteln. Zusammen verursachen sie die Reihenumkehr und die Verminderung
von %1.

Die Bilder oben links und unten rechts aus Abbildung 7.10 kénnen noch ausgewer-
tet werden, um den relativen Abstand % der Maxima zu bestimmen, der sich bei
Vorzeichenumkehr der Tunnelspannung ergibt. Der berechnete Wert betrdgt 0.45,

der experimentelle Wert betrégt 0.36 & 0.07.
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Abbildung 7.7: Berechnete Korrugationsamplituden fiir drei verschiedene Absténde
d der Spitze vom Oberflichenanion: Die obere Abbildung zeigt das Korrugations-
verhiltnis der Korrugationen in [110}-Richtung und [001]-Richtung fiir die besetzten
Zustinde als Funktion der Spannung. Die untere Abbildung zeigt das Korrugations-
verhiltnis fiir die unbesetzten Zustinde.
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Abbildung 7.8: Simulierte STM—Aufnahmen (integrierte lokale Zustandsdichte
d = 2.98 a.u. tiber dem Oberflichenanion): Abgebildet sind die Integrale von der
Valenzbandkante bis zu eVi (oben) bzw. bis zu eV (unten). Das Bild in der Mitte
ist das Differenzbild. Die Energien sind eV; = - 0.9 eV und eV2 =- 1.5 eV (links)
bzw. eVi = + 2.2 eV und eV = + 2.8 eV (rechts).
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Abbildung 7.9: Simulierte STM-Aufnahmen (integrierte lokale Zustandsdichte
d = 4.38 a.u. iiber dem Oberflichenanion): Abgebildet sind die Integrale von der
Valenzbandkante bis zu €V (oben) bzw. bis zu eV, (unten). Das Bild in der Mitte
ist das Differenzbild. Die Energien sind eV} =- 0.9 ¢V und eV = - 1.5 eV (links)
bzw. eV} = + 2.2 eV und eV2 = + 2.8 eV (rechts).
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Abbildung 7.10: Simulierte STM-Aufnahmen (integrierte lokale Zustandsdichte
d = 6.53 a.u. iiber dem Oberflichenanion): Abgebildet sind die Integrale von der
Valenzbandkante bis zu eV; (oben) bzw. bis zu eV (unten). Das Bild in der Mitte
ist das Differenzbild. Die Energien sind eV; =- 0.9 eV und eV = - 1.5 eV (links)

bzw. eVi = + 2.2 eV und eV = + 2.8 eV (rechts).
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Kapitel 8

Resiimee und Ausblick

Das hier vorgestellte Computerprogramm erlaubt es, die atomare und elektronische
Struktur von Halbleiteroberflichen ohne anpafibare Parameter effizient und nume-
risch stabil zu berechnen. Bei entsprechender Rechnerausstattung sollten 30-100
Atome pro Einheitszelle beriicksichtigt werden kénnen. Unser Hauptinteresse galt
nicht der Formulierung einer Car—Parrinello-Dynamik, sondern einer effizienten For-
mulierung der Molekularstatik, i.e. der schnellen Relaxation der Atomkoordinaten
in lokale Minima, wie sie bei Halbleiteroberflichen vorwiegend vorkommen. Deshalb
haben wir den BFGS Algorithmus implementiert. Die Oberflichenzusténde, die der
Halbleiteroberfliche einen teils metallischen Charakter verleihen konnen, stellen eine
besondere Herausforderung an den Algorithmus zur Lésung des Eigenwertproblems
dar. Der in dieser Arbeit vorgestellte Davidson-Kosugi~Algorithmus in Verbindung
mit der Quasi-Newton-Methode erweist sich diesbeziiglich als sehr stabil und sehr
effizient.

Wir haben die Struktur der (110) Oberflichen der III-V Halbleiter AlAs, InP und
InAs bestimmt und gute Ubereinstimmung mit den gemessenen Strukturdaten bzw.
fritheren Rechnungen gefunden. Wir finden fiir alle III-V Halbleiter die in der Li-
teratur bekannte Struktur der (110) Oberfliche. Ferner ist die Ubereinstimmung
der atomaren Gleichgewichtsstruktur mit den experimentellen Daten typischerweise
~ 0.05 a.u. und liegt im Streubereich der Experimente.

Speziell haben wir in dieser Arbeit den Zusammenhang zwischen atomarer Struk-
tur, elektronischer Struktur und den daraus zu erwartenden Tunnelbildern erforscht.
Weltweit besteht ein grofer Bedarf fiir eine atomistische Interpretation der latera-
len elektronischen Struktur, die das RTM leisten kann, aber bisher wurden nur ganz
wenige theoretische Versuche unternommen, die Morphologie von RTM-Aufnahmen
theoretisch zu erfassen. In dieser Arbeit haben wir die RTM—-Aufnahmen der InP
' (110) Oberflache spannungsabhingig simuliert. Ausgangspunkt sind sehr einfache
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Annahmen iiber die Tunnelspitze. In der Tersoff~Hamann-N&herung ergibt sich
die laterale Verteilung des Tunnelstroms dann aus den elektronischen Zusténden
der Oberfliche durch Energieintegration der lokalen Zustandsdichte. Diese einfache
Nsherung ist erstaunlich leistungsfihig. Ein Vergleich zwischen Theorie und Expe-
riment ergibt sehr gute Ubereinstimmung. Sogar Details der RTM-Aufnahmen wer-
den qualitativ richtig wiedergegeben. Dies erlaubt, die Bilder auf die elektronische
Struktur der Oberfliche zuriickzufiihren. Wir haben damit gezeigt, dafl spannungs-
abhiéngige Details der Morphologie hochaufgeléster RTM—Aufnahmen theoretisch
beschrieben und erklért werden konnen.

Die Rastertunnelmikroskopie alleine liefert zwar Messungen der Elektronendichte
mit atomarer Auflésung, aber diese Meflergebnisse erlauben nicht ohne weiteres
Riickschliisse auf die Positionen der Atome. Dies behindert insbesondere die Inter-
pretation von RTM-Aufnahmen von Defekten, da es schwierig ist, die Anwesenheit
oder Abwesenheit bzw. den chemischen Charakter einzelner Atome zu identifizieren.
Dieses Problem stellt sich bei allen mehrkomponentigen Kristallen mit kovalentem
Bindungsanteil. Durch den kombinierten Einsatz von Theorie und Experiment soll-
te es in Zukunft moglich sein, verschiedenartigste Defekte auf Halbleiteroberflichen
mit Hilfe des Rastertunnelmikroskops sicher zu identifizieren. Dies bildet z.B. die
Grundlage fiir eine quantitativen Messung der Konzentrationen spezieller Defekte.

Die im folgenden dargestellte Problemstellung, die zur Zeit im IFF verfolgt wird,
ist ein gutes Beispiel fiir die potentiellen M6glichkeiten der Verbindung von Theorie
und Experiment:

Die durch die Kombination von Theorie und Experiment erhaltene Informationsfiille
eroffnet auch erstmalig die Moglichkeit, Bulkdefekte atomar auf dem Umweg iiber
die Oberfléiche zu untersuchen. Fiir diese Untersuchungen wiirde man III-V Halb-
leiterkristalle spalten, die Defekte auf der Spaltoberfliche identifizieren und deren
Konzentrationen bestimmen. Nach Separation von Oberflicheneffekten kann dann
auf die Konzentration der identifizierten Defekte im Volumen zuriickgeschlossen wer-
den. Diese Technik wiirde es z.B. erlauben, die mikroskopischen Mechanismen der
Kompensation von Si-Dotieratomen in GaAs zu bestimmen und damit die Dotier-
effektivitat fiir optoelektronische Anwendungen zu optimieren.

Eine andere wichtige Anwendung wire die chemische Unterscheidung verschiedener
Fremdatome in ITI-V Halbleitern sowie terniren III-V Halbleitern mittels RTM.
Dieser Aspekt ist insbesondere in der Herstellung und Anwendung von Heterostruk-
turen und Halbleiteriibergittern von Bedeutung. Fiir die quantitative Untersuchung
solcher Problemstellungen kann die Kombination von Theorie und Experiment nicht
nur hilfreich, sondern hiufig auch entscheidend sein.
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Formelsammlung

sphiirische Besselfunktionen j; (z):

Differentialgleichung;: \
d (1+1 . ,
(&) + 55 (o) = #(raan)

Rayleigh’s Formel:
1d7 [sin(z)
. - l - st Sad’ A
i = g (%)

. sin(z
o) = 2
) _ sin(z) cos(z)
@) = z2 T 3
: '3 17
Jo(z) = 5~ ;] sin(z) — [-x—z] cos(z)
. 15 67 . 15 1
js(z) = i :—c-f] sin(z) + [——;3- + E] cos(z)
) 105 45 17 . 105 10
ja(z) = = T + E] sin(z) + [_F + ?] cos(z)
Rekursionsformel:
] 21+1 )
Jina(e) = o Ji(z) — Giea(z)
Asymptotik: _
_ psco SID (a:— %l'/r)
Ji(z) > =

Orthogonalitétsrelation: (q1,92 > 0)

o0 . . 7
Qf/O drr® ji(a ) Gillger) = 55(41~Q2)
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Legendre Polynome P, (z):

Differentialgleichung: \
d d
—_ 22y =] - _— = All
[(1 w)(dm) 2a:(dm>+l(l+1) P(z) = 0 (A.11)
Formel von Rodrigues:
P = L (L) (@2-1) (A.12)
1(z) = o\ dz (x - ) .
B(z) = 1 (A.13)
P(z) = z (A.14)
1o 2
Py(z) = §(:sac ~1) (A.15)
LY
Pi(z) = 3 (52° — 3z) (A.16)
Py(z) = ﬁ(5-7m4—2.3-5x2+1-3) (A.17)
Rekursionsformel:
(+1)Pus(e) = (2+1)2P(0)~ IPis (2) (A.18)
Orthogonalitétsrelation:
[TR@ R @ = (A.19)
-1 2l+1

zugeordnete Legendre Polynome P™ (z):

Differentialgleichung:

[(1 ~ 2?) (%)2 ~ 2 (%) +1(+1) - 5 iz] Pr(z) = 0 (A.20)

Formel von Rodrigues:

— 2 = 4+m ;
Pr(z) = gl—ﬁ'—-)—-— (;;) (x2 - 1) (A.21)

Orthogonalitétsrelation:
20 (I + m)!

+1
L Br@rr @ = @+1) (= m)

+1 m /N -pm 7 dz _ 6mmz(l+m)'
/_1 P (z) P (z) -2 m (A.23)

(A.22)
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komplexe Kugelflichenfunktionen Y, (6, ¢):

Definitionsformel:
20+ 1) (I — m)! :
Ym 9, = —-1)™ ( m 1M
im (6, ©) (-1) \J y (Y P (cosf)e (A.24)
Orthogonalitétsrelzation:
/o dip /0 sin 0d6 Yy, (8, 0) Yims (6,0) = Sy (A.25)
reelle Kugelfliichenfunktionen Y, (6, ¢):
Definitionsformel:
Y = DE (Yin+¥5) = VEC)"Re(Yi)  fi(m>0)
Vim = Yoo fir(m=0) (A.26)
View = 712—2 (Yim - ¥%) = V2Im (Yi)  fiir (m > 0)
Orthogonalitiitsrelzation:
" de [ 5in0d8 Yim (6,0) Vems (6:0) = S (A.27)
Tabelle der Kugelflichenfunktionen fiir | < 3:
VAT ity (7) 4 Wi (7) Aty (7)
1 1
¢\/§ (z + iy) V3z V3y
V3z V32
WE (e xiy) WIB (@~ 47) V15 (zy)
;ﬁz (z £ 3y) V15 (22) V15 (y2) (A.28)

3v5(322 —1) 3v5 (322 - 1)
Fiv8s(z£iy)® | 1VT0(z® —3y?)z | 30 (3 - 32%)y
%\/-1—;_'3 (z £dy)’z 1V/105 (2% — y%) 2 V105zyz

F3V2I(522 — 1) (z kdy) | $V42(52° — 1)z | —;vE2 (522 — 1)y

1V/7(52% - 8) 2 1V7(52% - 3) 2

Vermischtes zu P, P™ und Y,

P(-z) = (-1)PA(s) (A.29)
PP (-2) = (-)""P"(a) (A.30)
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Yim (@ = 8,1+ ¢) = (~1)'Yim(8,9)
() = (-1 =™ pm )

(+ m)!

Y—m( 1(»0) = ( 1)m (’90)
‘ Z47TYIm () Yim (Q:c"')
@+1) P (cos15) = { 24n¥im (22) % (2)
> 41V (%) Vi (23

Darstellung von ebenen Wellen durch Besselfunktionen:
¢k = 47r;2i' Yit, (%) Yim Q) (k)
m
= d4r IZ i Yim (%) Yim, (@) sk 7)
m
Gaufl-Hermite—Integration:

o] 2 N
dre ™ f(r) = Y winf(rin)

—c0 i=1
Hermite-Polynome Hpy:

2 (d\Nr _.2
e = s (4
Nullstellen r; 5
HN (T,',N) = 0

Gewichte w; y:

WiN = (2 - 5r;,N,o) [%HN (r)

-2
r=r; s N]

Die Ewaldsumme:

G
Ry | AN W TE
DG F- A > = 78R
1 1l _ ldnm
= 5/# " = 5@
G2
(1_5,-:,“ 4 1 2N A2
A= R

(A.31)
(A.32)
(A.33)

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.40)

(A1)

(A.42)
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+3 1-6.5 9-15.: (AA3
B ',r — RI ( yR) \/7_‘. 0 ( )
Die Fehlerfunktion:
2 (2
af(s) = — /0 dt et (A.44)
2 oo
erfc (z) = v dte™ = 1-—erf(2) (A.45)
eerfc(z) < 1 (A.46)
lim eerfc(z) = 0 (A.47)
Poisson—Gleichung:
oy [ 0 L) o -
u(r)-—/d 7! 7] & Au(F)=—Axf (F (A.48)
trigonometrische Formeln:
1 i —iz
cosz = (e’ +e ) (A.49)
s 1 iz —iz
sing = o (e e ) (A.50)
sin?z = % (1 — cos2z) (A.51)
sinzsiny = % (cos(z — y) — cos(z + ¥)) (A.52)
sinzcosy = % (sin(z — y) + sin(z + y)) (A.53)
coszsiny = % (sin(z + y) — sin(z — y)) (A.54)
COSZTCOSY = % (cos(z — y) + cos(z + y)) (A.55)
sinz —siny = 2sinm;ycosz—2l_y (A.56)
sinz +siny = ZSinw;ycosm;y (A.57)
sin2z = 2sinzcosz (A.58)
trigonometrische Reihen:
al sin (N + 1)z) sin (Nz)
i = A.59
?:':1 sin(2nz) praws (A.59)
N . .
S cos(2na) = sin (N + 1)a:) cos(Nz) _ 1 (sm ((2..N+ z) 1>(A.60)
sinz 2 sinz

n=1
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N, N cos ((N + 1)z) sin (Nz)
Z_;lsm (nz) = ) (1 - Nein(a) ) (A.61)
N 1 sin((2N +1)z)
-2 (1 2N  2Nsin(z) )
ﬁ: nsin(2nz) = —5— (Z cos(2nm)) (A.62)
"~ s (2(N +1)z) (N +1)cos((2N + 1))
- 4sin’ ¢ B 2sinz
N .
2—':1”2 cos(2nz) = _:_11: ( dd ) (Z_:l cos(2na:)) (A.63)
) _ (n+1)(@n+1)sin((2n+ 1)a)
- 4sinz
pmT g’;* Y (3008 (2N + 2)2) + cos (2Na))
- 8 pr (sm ((2N + 1)z) +sin ((2N + 3)z))
énz sin’ (ng) = = 21 n® (1 — cos (2nz)) (A.64)
= (N(N+1)(2N+1 )——Zn cos (2nz)
trigonometrische Integrale:
/ oo S/\/_Em) = / dvVE _cos (2\/Em) = _s_if_(gﬁ@ (A.85)
in (2vEz sin z
/ dE 5—2(-\/-]-?—9;—2 = / wWEVE 29(32‘@- ) (A.66)
_ 5 (sin(Z\/‘_E-:c) _VE cos(2\/E'—w)>
B (22)? (22)?
geometrische Reihe:
n2-1 n ynz — yru
ngly = 51 (A.67)
eine Darstellung der j—Funktion:
f dt’ zAt’l = 42 sin %—t - 2nté(A) (A.68)

die zweite Green’sche Formel:

[[[ &= Pra-@apr) = [[ a5.(PvQ-qQvP)  (Ag9)
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